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Forord

Denna bok avser ge en kortfattad och anviandbar framstéllning av grund-
laggande kretsteori, elldra och elektronik. Ambitionen ar att visa hur dessa
omraden kan anvindas for att bygga kraftfulla modeller av fysikaliska pro-
cesser dar laddningstransport och liknande fenomen spelar en framtridande
roll. Detta ar inte begréansat till den rena elektroniken, utan omfattar dven
omraden som biologi, mikro- och nanosensorer, effektéverforing etc.

Det finns gott om grundldggande bocker i savil kretsteori, elldra och
elektronik. Framfor allt bocker i kretsteori och elektronik tenderar att vara
skrivna for forstaarsstudenter pa ett civilingenjorsprogram i elektroteknik,
och startar ofta pa en lag niva jamfort med vad som kan forviantas av en
student som gatt ett eller ett par ar pa hogskolan. Denna bok vinder sig
typiskt till studenter i andra eller tredje aret pa ett civilingenjorsprogram,
som har f6ljt matematik- och systemteorikurser (till exempel reglerteknik)
och gérna en eller flera fysikkurser som diskuterat begrepp som elektriskt
falt, laddning, strom och géarna halvledarfysik. Ingen av dessa forutséattningar
ar absolut, men beskriver ungefar malgruppen fér denna bok.

Ett syfte med denna bok ar att visa upp de tre bestandsdelarna kretsteori,
ellara och elektronik som delar av en helhet, snarare &n som de skilda &mnen
de kan uppfattas som vid en traditionell behandling. Den gemensamma n&am-
naren ar att de fysikaliska fenomenen &r baserade pa elektrisk laddning och
elektromagnetiska falt. Efter att ha last denna bok bor studenten sta rustad
for att i ett givet problem kunna behandla hela modelleringskedjan:

1. Bestam kretsmodeller for de fysikaliska processerna i de olika kompo-
nenterna (motstand, kondensatorer, spolar, dioder, transistorer etc),
samt deras kopplingar till varandra.

2. Utfor matematisk analys av den resulterande modellen.

3. Tolka analysen i form av systemparametrar som forstarkning och band-
bredd.

I ett verkligt ingenjorsproblem blir ofta resultatet av punkterna 2 och 3 att
man finner anledning att ifragasétta den ursprungliga modellen i punkt 1.

7



8 FORORD

Modellen modifieras da och hela kedjan kan behéva genomlpas flera ganger,
tills modellen kan anvéandas for att producera anviandbara resultat.

Boken &r upplagd sa att del I introducerar de grundlédggande begrepp
som behovs for att diskutera elektriska fenomen. Manga av dessa begrepp ér
sékert bekanta fran tidigare studier, och har endast givits en kort samman-
fattning i denna bok. I denna del ges ocksa i princip all den kretsteori som
behovs for att analysera en given krets, vilket baseras pa Kirchhoffs strom-
och spanningslagar. Detta avsnitt dr fundamentalt for att komma vidare i de
ovriga kapitlen.

Del II tar upp ellara och faltteori som en metod att berékna kretsmodeller
for fysikaliska fenomen. Detta avsnitt ger en relativt snédv behandling av
den kvasistatiska faltteorin, dar syftet &r att studenten ska kunna berdkna
eller uppskatta de grundlaggande kretsparametrarna resistans, kapacitans
och induktans for en given geometri.

I del III diskuteras kretsanalys for olika tidsforlopp. Sarskild vikt ldggs
vid det tidsharmoniska fallet, vilket ar det dominerande fallet i tillampningar.
En god forstaelse av denna del ar avgorande for att forsta och diskutera
elektroniska system. Har ingar ocksa ett kapitel om transmissionsledningar,
som ar en viktig utvidgning av kretsteorin och kan ta héansyn till strukturer
som inte ar sma i forhallande till vagléngden.

Del IV behandlar ickelinjara komponenter, framfor allt halvledarkompo-
nenter. Syftet med denna del &r inte att ge en heltdckande behandling av till
exempel forstarkarkopplingar, utan snarare visa pa de grundldggande analys-
tekniker som kan anvindas samt ett fatal enkla tillimpningar. Fundamentala
begrepp fran denna del ar linjarisering och sméasignalmodeller. Har ges ocksa
exempel pa en del grundldggande begriansningar som elektroniken maste ta
hénsyn till.

Boken avslutas med ett antal bilagor, som sammanfattar en del informa-
tion som inte riktigt passar i loptexten. Innehallet ska absolut inte betraktas
som Overflodigt i forhallande till resten av texten, men det ar kanske inte alla
studenter som behdver allt som finns i bilagorna.

Det ér forfattarnas forhoppning att boken blir till glddje for sina ldsare.
Ett sarskilt tack riktas till Christian Sohl fér en noggrann lésning och inga-
ende diskussioner. Alla kvarvarande fel ar givetvis vart eget ansvar, och vi
tar tacksamt emot alla forslag till forbattringar.

DANIEL SJOBERG
MATS GUSTAFSSON
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Kapitel 1

Grundlaggande begrepp

I detta kapitel introducerar och definierar vi de grundliggande begrepp som
kommer att anvindas i boken. De beteckningar som anvéands &r for det mesta
standard och sjalvforklarande. En kort genomgang av den allménna filosofin
bakom valet av beteckningar finns i bilaga A pa sidan 251.

1.1 Elektrisk laddning

1.1.1 Coulombkraften

Elektrisk laddning finns i tva varianter, plus och minus. Urtypen for dessa ar
de subatomaéra partiklarna protonen och elektronen, som vardera har ladd-
ningen e, dir e = 1.6022 - 107 C #r elementarladdningen. Beloppet av
kraften mellan tva laddningar ¢; och ¢s pa avstandet r fran varandra ges av
Coulombkraften!

q142
F = 1.1
4regr? (1.1)

dir g = 8.854 - 1072 F/m &r permittiviteten i vakuum (en naturkonstant,
néra forknippad med ljusfarten i vakuum). Kraften ar riktad ldngs forbind-
ningslinjen mellan laddningarna enligt figur 1.1.

Exempel: Alla observationer tyder pa att det finns precis lika mycket plus-
som minusladdning, det vill sdga vérldsalltets totalladdning &r noll. Om sa
inte vore fallet, skulle vi utséttas for enorma krafter. Detta kan inses genom
foljande tankeexperiment: antag att av en miljon atomer i ett méanniskohuvud
sa saknar en atom en elektron. Om vi antar att huvudet till storsta delen

!Uppkallad efter Charles-Augustin de Coulomb, 1736-1806.

11



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGGANDE BEGREPP

r o
/./Q2

q1

F

Figur 1.1: Kraften mellan tva punktladdningar ges av Coulombkraften.
Kraftens storlek ar F' pa bada laddningarna, men riktade at olika hall.

bestar av vatten, kan totala antalet atomer i detta huvud uppskattas till cirka
5-10%, vilket ger att dverskottsladdningen i detta huvud kan uppskattas till

1
q:1—06-5-1026-1.6~10’19C:80C

Coulombkraften mellan tva sadana ménniskohuvuden pa en meters avstand
skulle da bli
q2 B 802

dmegr?  4m - 8.854-10712- 12
Som jamforelse kan sdgas att en nagorlunda stor jumbojet viger nagra hund-
ra ton och maste darfor 6vervinna en tyngdkraft pa nagra miljoner newton
for att lyfta fran marken. Kraften F' ovan skulle alltsa récka for att lyfta
storleksordning 103 /10° = 107 = 10 miljoner jumbojetplan fran jordens yta.
Vi kan ocksa jamfora den laddning som vi rdaknat fram for respektive huvud,
80 C, med att totalladdningen i ett rejilt askmoln brukar vara i storleksord-

ning nagra tiotal coulomb. En coulomb &r alltsa en ohyggligt stor laddning.
O

F— N=6-10"N

1.1.2 Stromtathet

Elektrisk laddning ligger inte alltid stilla, utan kan befinna sig i rérelse. For
att beskriva denna rorelse anvands ett begrepp som kallas stromtdthet. An-
tag att det i en liten volym AV finns N partiklar med laddningar g, och
hastigheter v,, dar p =1,2,..., N. Varje hastighet ar en vektor som har ba-
de storlek och riktning. Vi kan da bilda summan ) ¢,v, for alla partiklar i
volymen AV. Om vi liknar laddningarna ¢, vid massor m,,, svarar detta mot
att berdkna den totala rorelseméngden for en samling partiklar. En viktig
skillnad mot mekaniken &r dock att laddningarna g, kan vara bade positiva
och negativa, medan massorna m,, alltid &r positiva. For att fa ett matt pa
laddningarnas rorelse som inte beror pa volymen AV, definieras begreppet

stromtathet som 5
. 4pUp
J=1 =7
AVSo AV
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Laddning har enheten [¢] = C, hastighet &r [v] = m/s, och volym &r [AV] =
m?. Detta ger att enheten for stromtéthet dr [J] = C/s/m? = A/m?, dir vi
infort Sl-enheten for strom ampere, A = C/s.

Eftersom laddningar kan ha olika hastighet eller ligga olika tatt inpa
varandra, kan stromtatheten J anta olika viarden i olika delar av rummet.
Detta ar vart forsta exempel pa ett fdlt, dvs en storhet som varierar med
rumskoordinaterna (x,y, z). Vi kommer att gora skillnad pa wvektorfalt och
skaldrfalt: ett vektorfilt har en storlek och en riktning i varje rumspunkt,
medan ett skaldrfalt endast har en storlek. Exempel pa vektorfélt ar strom-
tathet J, elektrisk faltstyrka E (se nésta rubrik), vindhastighet och tyngd-
kraft (gravitationsfiltet). Exempel pa skalérfilt ar temperatur, luftfuktighet
och vagfunktionen i kvantmekanik. Ett viktigt sétt att skapa ett skalarfalt
fran ett vektorfilt ar att ta absolutbeloppet, dvs |J| dr ett skaldrfilt, som
ofta betecknas |J| = J.

Alla kinda experiment och vetenskapliga teorier pekar entydigt mot att
laddning inte kan forstoras, atminstone inte i klassisk mening.? Ett mate-
matiskt sitt att uttrycka detta ar att betrakta en godtycklig volym V' med
randyta S och ytnormal e,; vi kan da formulera kontinuitetsekvationen for
laddning enligt

dg

S

déar ¢ ar den totala laddningen i volymen V. Den lilla ringen pa integral-
tecknet betonar att ytan S ar sluten. Kontinuitetsekvationen tolkas sa att
utflodet av strom genom en sluten yta S maste balanseras av tidsderivatan
av den laddning ¢ som finns i den inneslutna volymen V. Om strommen ge-
nom ytan S &r positiv, dvs ytintegralen ovan &ar positiv vilket svarar mot att
positiva laddningar passerar ytan S i riktning e,, kompenseras detta av att
dg/dt < 0, dvs méngden positiv laddning i volymen V' minskar.

Observera att ett uttalande som "positiv laddning passerar ytan S i rikt-
ning e,”, lika girna kan skrivas "negativ laddning passerar ytan .S i riktning
—e,,)”. Nar vi studerar den makroskopiska stromtéatheten J, bryr vi oss inte

2Kvantmekaniken medger till exempel att en elektron och en positron skapas samtidigt
eller kombineras till en oladdad foton. Dessa processer sker dock alltid i par, och om man
betraktar en makroskopisk totalladdning, medelvirdesbildad 6ver en liten volym, sa &r
alltid totalladdningen bevarad.
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lingre om exakt vilken sorts laddning som &r i rorelse, utan tittar bara pa
nettoflodet.

Ibland &r det intressant att uttrycka kontinuitetsekvationen pa differen-
tialform i stéllet for integralform som ovan. Detta gors genom att observera
att volymen V ovan ar godtycklig, vilket medfor att vi kan gora den lokala
formuleringen

dp
V-J+ prie 0
dar V - J ar divergensen av stromtatheten och p ar volymtatheten av ladd-
ning, dvs laddning per volymsenhet. Den totala laddningen i en volym V
ges av q = fv pdV. De matematiska operationer som behdvs for omformu-
leringen mellan integral- och differentialform av kontinuitetsekvationen finns

beskrivna i bilaga E.

1.2 Elektrostatiska falt

All materia innehaller laddning, och all denna laddning paverkar all annan
laddning med nagon viss kraft, som dessutom kommer att vara annorlunda
beroende pa var i rummet laddningen befinner sig (tdnk pa avstandet r i
formeln (1.1) for Coulombkraften ovan). Det dr mycket anviandbart att de-
finiera ett elektriskt falt utgaende fran den kraft F, som paverkar en liten

testladdning ¢,
F

F,=¢qE, — E=Ilm—?
q—0 ¢
Enheten for elektriskt falt ar alltsa N/C, men vi kommer senare att se att
enheten [E] = V/m &r mer naturlig. Observera att det elektriska filtet beror
pa i vilken punkt vi placerar testladdningen ¢. I det fall da kraften F', skapas

endast av en laddning () i origo ges det elektriska féltet av
1 qQ Q

E =lim —% = lim - 5€r = 5€r
=0 q q—0 q dmegr dmegr

som uppenbarligen beror pa avstandet r fran origo. Kraften ar i radiens
riktning.

Da det elektriska faltet varierar i tiden atfoljs det alltid av ett magnetiskt
falt. En fullstdndig beskrivning av det klassiska elektromagnetiska féltet ges
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av Maxwells ekvationer,?

0B
EF=———
V x T
oD
H=—

V x 5 +J

Dessa ekvationer kompletteras ofta med de bada ekvationerna
V-B=0 och V-D=p

som kan hérledas genom att ta divergensen av de tva forstndmnda, utnytt-
ja kontinuitetsekvationen for laddning samt att V - (V x A) = 0 for alla
vektorfalt A (se bilaga E, sidan 272), integrera i tiden och sétta integra-
tionskonstanter till noll. De filt som inte introducerats i detta kapitel, B, H
och D, kommer att diskuteras i del I av denna bok. Vi ar primért intressera-
de av statiska falt, det vill sdga sadana som har férsumbar tidsvariation sa att
tidsderivator kan sittas till noll. Maxwells ekvationer ger da att V x E = 0,
vilket gor att vi kan representera elektrostatiska falt med en gradient enligt

dér det skaldra filtet v kallas for den elektriska potentialen.* Denna kan tolkas
som ett matt pa en laddnings potentiella energi: det arbete som kréavs for att
flytta en laddning fran punkten P till punkten P, ar

Py Py Py
W = Fq-d'r:/ qE-d’r:q/ Vv -dr = q(v; — vg)

Py Py Py

dér vy = v(P;) och vy = v(P;) ar den elektriska potentialen i punkterna P,
respektive P,. Har utnyttjades den flerdimensionella analysens motsvarighet
till analysens huvudsats f;:a f'(x)dx = f(b) — f(a), se bilaga E.

Slutsatsen &r att det arbete som kravs for att forflytta en laddning svarar
mot skillnaden i elektrisk potential for laddningen. Denna skillnad kallas for
spanning, och betecknas v; —vy = v15 eller bara v om referenspunkterna 1 och
2 dr uppenbara. Enheten ar [v] = V, dvs volt. Fran integralen ovan ses nu

3Uppkallade efter James Clerk Maxwell, 18311879, en av de framsta teoretiska fy-
sikerna genom tiderna. Sin nuvarande form har ekvationerna fatt efter Oliver Heaviside,
1850-1925, sjalvldrd inom elektroteknik, matematik och fysik. Nar han kritiserades for att
han anvéinde matematik som inte var formellt bevisad lar han ha yttrat: "Why should 1
refuse a good dinner simply because I don’t understand the digestive processes involved?”

4Standardbeteckningen for potential &r egentligen V, men vi har valt v for att fa
beteckningarna att stimma med standardbeteckningar inom kretsteori. Foérvéixla inte po-
tentialen v med en hastighet, vad som &r vad framgar av sammanhanget.
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ocksa ursprunget till SI-enheten for elektriskt filt: eftersom kurvintegralen
av det elektriska faltet ger en potentialskillnad, maste enheten for det elekt-
riska féltet vara [E] = V/m. Detta ses ocksa fran formuleringen E = —Vuv,
eftersom nablaoperatorn har enheten [V] = m™.

1.3 Kretsstorheter

Vi ska nu tillampa vara begrepp pa elektriska kretsar. En elektrisk krets
bestar av en eller flera komponenter som &r hopkopplade i ett ndatverk. De
elektriska egenskaperna for nétverket karakteriseras genom begreppen strom
och spanning. I detta avsnitt ger vi korta definitioner av de grundlaggande
kretsbegreppen.

Komponent
En elektrisk komponent har identifierbara anslut-
ningar. Komponentens uppférande bestams av for-
\ | héllandet mellan strém och potential i dessa an-
l slutningar. Se avsnitt 1.5 for exempel.
Krets

Nar flera komponenter kopplas samman via sina anslutningar, har vi en
krets. De punkter dar komponenternas anslutningar kopplas samman
kallas for noder. Kirchhoffs lagar i avsnitt 1.4 ger fysikaliska granser for
hur kretsen kan bete sig.

Strom
Pa tiden dt passerar nettoladdningen dq genom
ett tvérsnitt. Strommen definieras som i = % =
JgJ - e, dS, dér J ér stromtitheten och S tvér-
snittsytan med ytnormal e,,. Enheten for strom ar
[i] = A.

Potential /spinning

Elektrisk potential svarar mot den potentiella energin fér laddning.

V12

Da en laddning ¢ flyttas fran anslutning 1 till anslutning 2 &dndras
dess potentiella energi med q(v; — vy) = qui2. Enheten for spanning ar
[v] = V.
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Effekt

Effekt &r den energi per tidsenhet som utvecklas i en komponent. Om
effekten ar positiv betyder det att komponenten férbrukar energi, om
effekten &dr negativ betyder det att komponenten levererar energi.

V12

112

Pa tiden dt passerar laddningen dg = 415 dt genom komponenten, fran
1 till 2. Dess energi dndras da med dg(v; — v2) = v12dg, som maste
ha omvandlats till en annan energiform. Komponenten forbrukar alltsa
energin vy dq = vy2i12 dt under tiden dt, dvs effekten

D = V12112

utvecklas i komponenten. Observera samordningen av referensriktning-
ar: for att effekten ska berdknas som produkten av spéanning och stréom,
ska strommens riktning definieras i samma riktning som spénningen.
Om de ar motriktade, till exempel strommen riktad fran 2 till 1 i fi-
guren ovan, vilket vi betecknar med 791, ges effekten i stéllet av minus
produkten, p = —wvj9ia; = v12i12. Enheten for effekt ar watt, [p] = W.

1.4 Kirchhoffs kretslagar

Gustav Kirchhoff (1824-1887) formulerade 1845 tva lagar som sammanfatta-
de mycket av den dittills samlade kunskapen om elektriska kretsar, dar en av
de stora bidragsgivarna var Georg Ohm (1789-1854). Nufortiden hérleds de
oftast fran Maxwells ekvationer och kontinuitetsekvationen, men Kirchhoff
presenterade sina lagar tjugo 4r innan Maxwells ekvationer sig dagens ljus.’
I fysikaliska termer bestar Kirchhoffs lagar av tva principer: energikonserve-
ring och laddningens of6rstorbarhet.

I avsnitt 1.2 visades att det elektriska faltet kan skrivas som en gradient,

E=-YVv

om félten varierar sa langsamt i tiden att vi kan forsumma tidsderivatorna i
Maxwells ekvationer. For alla vektorféilt som kan skrivas som gradienter géller

5Det finns flera lagar uppkallade efter Kirchhoff: han gav &ven stora bidrag till spekt-
roskopi och teorin for svartkroppsstralning.
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att kurvintegralen mellan tvd punkter &r oberoende av végen, |, FI,? E - -dr =

gQ(—V'U) -dr = vy — vy for alla punkter P, och P,. Om vi da speciellt
betraktar en godtycklig sluten kurva C', som startar och slutar i samma
punkt P, sa far vi

%E-d'r:vl—vl:() (1.3)
c

dar vi sarskilt markerat att kurvan C' ar sluten genom en liten ring pa inte-
gralen. Vi tolkar detta uttryck som att det arbete som utfors av det elektriska
faltet pa en laddning som genomgar en sluten slinga C' ar noll, dvs det sta-
tiska elektriska faltet &r ett konservativt kraftfilt. Som vi ska se senare ar
detta ett séitt att uttrycka Kirchhoffs spanningslag.

Om vi gér samma approximation i kontinuitetsekvationen for laddning
(1.2), dvs sétter tidsderivatan till noll, sa far vi

j{J-endS:O (1.4)
s

for alla slutna ytor S. Vi tolkar detta uttryck som att nettostréommen som
passerar en sluten yta S &r noll. Om detta liknas vid stromning av vétskor i
mekaniken, svarar den statiska stromtéatheten mot ett inkompressibelt flode.
Vi ska strax se att detta &ar ett sdtt att uttrycka Kirchhoffs stromlag.

Vi ska nu uttrycka Kirchhoffs lagar i en form déar vi endast utnyttjar
kretsstorheter, dvs spianning och strém.

1.4.1 Kirchhoffs spanningslag

Betrakta kretsen nedan, déar vi inte gor nagra som helst antaganden om de
fyra kretselementen mer dn att de ar hopkopplade enligt figuren.

2 3

1 4

Lat en sluten kurva C passera punkterna 1, 2, 3, 4. Integralen av det elektriska
faltet langs denna kurva kan da skrivas

Py Ps Py P,
Ozj{E-dr: E - -dr + E . -dr + E . -dr + E -dr
c P P» P3 Py
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eller, eftersom f;,? E . dr = f;,? —Vo -dr = v — vy = V19,

‘0 = V12 + Va3 + V34 + Va1 (1.5)

I ord uttryckt blir Kirchhoffs spédnningslag: summan av alla potentialférind-
ringar 1 en sluten kretsslinga ar noll. Pa engelska ses ofta forkortningen KVL,
for Kirchhoft’s Voltage Law.

Observera vikten av att vara konsekvent med referensriktningar: det géller
att v1o + U3 + V34 + v41 ar noll, men om vi byter referensriktning pa den sista
spanningen, vis + Vo3 + V34 + v14, sa far vi inte noll, eftersom vy = —vy;.

Vi kan tolka potentialen i en punkt som spénningen relativt en referens-
punkt. V&lj en godtycklig punkt Py som referenspunkt (kallas ofta for jord-
punkt), och 1at den ha potential vy. Potentialen i en punkt P; ges da av
V1 = V1 — Vg + Vg = V19 + Vo. En spanning mellan tva punkter kan da skrivas

Vg = V1 — Vg = V19 + Vg — (V20 + Vo) = V19 — Voo

vilket visar att en godtycklig spanning kan skrivas inte bara som en poten-
tialskillnad, utan dven kan uttryckas som en skillnad mellan tva spanningar
relativt en gemensam referenspunkt. Det &r alltsa ingen direkt skillnad pa
spanning och potential, vilket motiverar varfér vi anvinder beteckningen v

for bada.

1.4.2 Kirchhoffs stromlag

Betrakta nodpunkten nedan, dér vi inte gér nagra som helst antaganden om
vad som héander utanfér den slutna ytan S.

Lat den slutna ytan S omsluta nodpunkten. Ekvationen (1.4) kan da skrivas

0:]{J-end5=i1+i2+i3 (16)
S

dér hogerledet helt enkelt &r tolkningen av integralen som summan av all
strom som passerar ytan S i riktning utat. I ord uttryckt blir Kirchhoffs
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stromlag: summan av alla strommar som gar ut ur (in i) en nod dr noll. Pa
engelska ses ofta forkortningen KCL, for Kirchhoft’s Current Law.
Observera éven har vikten av att vara konsekvent med referensriktningar:
for att det ska gélla att i1 +19+1i3 = 0 maste alla strommarna ha referensrikt-
ning ut fran noden (eller mojligtvis ska alla ha referensriktning in i noden).

1.4.3 Effektkonservering, Tellegens teorem

Kirchhoffs lagar kan anvindas for att visa att den totala effektutvecklingen i
ett allmént nét dr noll, dvs all effekt som levereras fran kéllor i nétet (negativ
effekt) konsumeras i resten av néitet (positiv effekt). Betrakta ett ndt med N
noder, och beteckna spanningen mellan nod m och nod n med v,,,,, = vy, — vs,.
Strémmen i grenen fran nod m till nod n ar 4,,,, med konventionen att i,,, =
0 om det inte finns nagon forbindelse mellan noderna. Referensriktningarna
for spanning och strom ar da samordnade sa att effektutvecklingen i grenen
mellan noderna m och n ar v,,,i,,. Den totala effektutvecklingen kan da
skrivas som summan av effekterna i varje gren

N N N N
DPtot = E § Umnlmn = E § (Um - Un)lmn
m=1 n=1 m=1n=1
N N N N

m=1 n=1 n=1 m=1

I sista ledet anvinde vi Kirchhoffs stromlag for att konstatera att summan
av alla strommar ut ur (eller in i) en nod &r noll. Den kontinuerliga mot-
svarigheten till ovanstaende samband, uttryckt i elektrisk féltstyrka E och
stromtéthet J i en volym V, ar

ptotZ/E-JdV:/(—Vv)-JdV:—]{en-deV+/vV-JdV:O
\%4 \% S \%

Vi har hér anvant flera samband, bland annat fran vektoranalysen i bilaga E.
Forst att det elektriska féltet kan skrivas som en gradient, E = —Vv. Dér-
efter utnyttjade vi att for alla skaldra funktioner f och vektorfilt A géller
produktregeln vid derivering V - (fA) = (Vf) - A+ fV - A, vilket tillsam-
mans med Gauss sats (se sidan 276) ger [, V- (fA)dV = ¢ e, - fAdS =
fV(Vf) -AdV 4+ fv fV - AdV, vilket ger det tredje likhetstecknet om vi
sitter f = v och A = J. Vidare antas volymen V vara isolerad sa det &r
noll fléde av stréom genom randen S, e, - J = 0, och inne i volymen géller
att V- J = 0.
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Notera att hérledningen ovan ar helt oberoende av vilka element som
sammanknyter noderna. I synnerhet betyder detta att vi kan lata '8 be-
teckna grenspanningarna i ett ndt med en viss uppsittning element mellan
noderna, medan i), betecknar grenstrommarna for en annan uppsattning
element. Detta innebar att

N N
>3 i =0

m=1 n=1

ett samband som béar nammnet Tellegens teorem. Detta dr anmérkningsvart
eftersom det forutsdtter vildigt lite om kretsarna 1 och 2, endast att de har
samma nodpunkter. Motsvarande samband géller dven for det kontinuerliga
fallet, fv EW . JPqv = 0. Det gar att visa att vilken som helst av KVL,

KCL och Tellegens teorem gar att hirleda fran de andra tva.

1.5 Kretselement

Vi kommer att syssla med ett antal olika kretselement, som introduceras efter
hand. Hér presenteras de grundldggande passiva och aktiva kretselement som
kommer att anvindas for att modellera till exempel ickelinjédra komponenter
i del IV langre fram.

1.5.1 Idealisering och konstitutiva relationer

Det ar viktigt att skilja pa kretselement och komponenter. Kretselement &ar
idealiserade modeller, medan komponenter &r fysiska ting som man kan halla
i handen. Vanligtvis maste en fysikalisk komponent modelleras med flera olika
ideala kretselement, beroende pa i vilket frekvensomrade analysen gors.

En komponent karakteriseras av forhallandet mellan strom och potential
i dess anslutningar. I allmédnhet kan komponenten ha ett godtyckligt antal
anslutningar (till exempel har transistorn vanligtvis tre och operationsfor-
starkaren dnnu fler, se del IV), men vanligtvis studeras endast komponenter
med tva anslutningar enligt figuren nedan.

v
_l’_ —
Inuti komponenten forsiggar nagon form av fysikalisk process som kopplar

samman strommen ¢ och spanningen v sa att dessa inte ar oberoende storhe-
ter. Vi kan skriva detta som att v ges av en funktion (eller i allménnare fall
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Namn Symbol Konstitutiv Enhet
relation

Resistans —  v=Ri [R] = Q (Ohm)

Kapacitans —{ }7 i= C’% [C] = F (Farad)

Induktans _—mp— v=1L % [L] = H (Henry)

Tabell 1.1: Ideala passiva kretselement. Observera att for kapacitansen ger
vi den omvéanda konstitutiva relationen, ¢ som funktion av v. Vi kunde ocksa
skriva v = C~! [idt for detta kretselement.

en operator, till exempel en derivata eller integral) verkande pa i,
v = F(i)

Operatorn F kan vara linjar eller ickelinjir, momentan (bara bero pa 6gon-
blicksvérdet av i) eller ha ett "minne” (bero dven pa tidigare vérden av 7).
Vi kallar F for den konstitutiva relationen for komponenten, och vi kommer
senare anvinda namnet impedans for en viss representation av operatorn JF.

Det ar vanligt att anvinda idealiserade kretselement for att represente-
ra operatorn JF. Dessa idealiserade modeller har sarskilt enkla konstitutiva
relationer.

1.5.2 Passiva kretselement

Passiva komponenter kinnetecknas av att de inte producerar energi. De kan
mojligtvis lamna tillbaka energi som de tidigare har lanat av den 6vriga elekt-
riska kretsen, men producerar inte nagot nettotillskott. Det finns tre grund-
liggande passiva kretselement: resistansen, kapacitansen och induktansen. I
del IT visar vi hur man kan anvénda elektromagnetisk faltteori for att berdkna
parametrar till dessa element for givna geometrier.

[ tabell 1.1 visas de kretssymboler och konstitutiva relationer som anvénds
for dessa ideala kretselement. Den mest vilbekanta av dessa ar sannolikt
resistansen, vars konstitutiva relation ofta kallas Ohms lag

v=Ri

dér proportionalitetskonstanten R &r resistansen. Denna modell ar ofta en
konsekvens av Ohms lag pa féaltniva, vilket &r en modell f6r hur stromtatheten



1.5. KRETSELEMENT 23

Komponent Enkel modell Utvidgad modell

Tabell 1.2: Enkla och utvidgade modeller for typkomponenter.

och elektriska faltstyrkan forhaller sig till varandra,

1
J=0oF & FE=-J
o

dér o &r ledningsférmagan for materialet. Enheten for ledningsférmaga ar
siemens per meter, [0] = S/m = (Qm) . Ibland anges denna materiale-
genskap i stéllet med resistiviteten g, som ar inversen av ledningsférmagan,
0 = 1/0 med enhet [p] = Qm. For en lang rak trad med ldngd ¢ och tvér-
snittsyta A ges resistansen av den enkla formeln

14

R:J

se del II for mer kring berdkning av parametrarna R, C' och L.

Realistiska kretsmodeller av komponenter: Urtypen for komponenter
som kan modelleras med enbart resistans, kapacitans respektive induktans ar
motstandet, kondensatorn och spolen. Dessa modeller fungerar ofta utméarkt
for langsamma tidsvariationer i strom och spénning, men da vi studerar allt
snabbare tidsvariationer behover ofta modellerna utvidgas, till exempel enligt
tabell 1.2. T avsnitt 8.4 pa sidan 170 undersoker vi hur dessa modeller beter
sig for olika frekvenser.
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1.5.3 Aktiva kretselement

Aktiva komponenter dr sadana som kan leverera energi till resten av den
elektriska kretsen, till exempel ett vanligt batteri. Det &r virt att notera att
aven komponenter som normalt sett klassas som aktiva kan forbruka energi;
om vi kopplar ett batteri till ett annat batteri med hégre spanning, kommer
vi att driva strom at fel hall genom det mindre batteriet och dédrmed ladda
upp det. Sett utifran verkar det da som om batteriet konsumerar energi.
Aven aktiva komponenter modelleras med hjilp av ideala kretselement.

Spanningskalla

En (ideal) spénningskilla uppratthaller samma spén-
ning mellan sina anslutningar oavsett vilken strom som
gar genom den. Konstitutiv relation: v = vy (oberoende
av i).

Vo

Om vi modellerar ett batteri, maste vi ta med en inre resistans i serie
med den ideala spanningskéllan (Thévenin-ekvivalent, se kapitel 2).

Stromkalla

En (ideal) stromkélla uppratthaller samma stréom oav-
sett vilken spanning som ligger Over anslutningarna.
Konstitutiv relation: ¢ = iy (oberoende av v).

10

Om vi modellerar ett batteri, maste vi ta med en inre resistans parallellt
med den ideala stromkéllan (Norton-ekvivalent, se kapitel 2).

Styrda kallor

Ett mycket anvandbart begrepp ar styrda kéllor, sarskilt nar vi tittar pa
transistorkopplingar. Dessa &r ideala spannings- och stromkéllor som
vi ritar som romber i stéllet for cirklar,

dar storleken pa spanningen eller strommen beror pa nagon annan del
av kretsen, till exempel kan den vara proportionell mot nagon annan
strom eller spanning i kretsen.
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1.6 Giltighetsomrade

Vi avslutar detta kapitel med en kort utvikning om i vilka parameteromraden
som en kretsmodell ar giltig. Allménna elektriska och magnetiska fenomen
beskrivs av Maxwells ekvationer,

0B
E=-2"
V x T

oD
VXH—W—FJ

och kontinuitetsekvationen for laddning,

Ip
V-J+ 5 0
Den mest banbrytande implikationen fran dessa ekvationer &r vaglosningar,
som sdger att elektromagnetiska falt kan transportera energi i form av va-
gor. Ljus ar ett exempel pa detta, mikrovagor som anvinds i till exempel
mobilkommunikation och mikrovagsugnar ar andra exempel.

En karakteristisk egenskap hos vagor éar att det gar att definiera en vag-
langd, som utgor en typisk langdskala pa vilken det ar viktigt att ta hénsyn
till vagutbredningskaraktéiren hos de elektromagnetiska falten. Om vi betrak-
tar falt som har ett cosinusformat tidsberoende coswt, dar vinkelfrekvensen
ar w =27 f och f ar frekvensen, ges vaglingden (i vakuum) av A = ¢/ f, dér
c ar ljushastigheten i vakuum. Detta innebér att laga frekvenser svarar mot
langa vaglangder.

Kretsteori handlar om den grians av Maxwells ekvationer da energin framst
transporteras i form av elektrisk strom, och tidsderivatorna i viss man kan
forsummas. Detta kréiver att kretsen till sin storlek &r mycket mindre dn den
vaglingd som svarar mot de frekvenser som anvénds. Detta hindrar inte att
frekvenserna kan vara mycket hoga (korta vaglangder), om bara kretsen ar
tillrdckligt liten. Dagens hemdatorer har klockfrekvenser kring 3 GHz, sva-
rande mot vaglangder pa ca 1 dm. De enskilda kretsarna i datorn &r mycket
mindre &n detta, men hela moderkortet (som bestéar av flera skilda kretsar),
ar i storleksordningen av en vaglingd.

En rimlig tumregel brukar vara att kretsen ska vara mindre &n en tiondel
av vaglangden. Néar kretsen ar storre dn sa, kan en kretsmodell fortfaran-
de vara anvindbar, men maste kanske utvidgas. En forsta utvidgning som
kan anviéndas for att ta hénsyn till vagutbredningsegenskaper ar teorin for
transmissionsledningar, vilken diskuteras i kapitel 9.
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Kapitel 2

Resistiva kretsar

I detta kapitel utvecklar vi verktyg for att analysera kretsar bestaende av
enbart resistanser samt enstaka killor. Aven om var utgangspunkt #r resi-
stanser, kommer det att visa sig att verktygen ar enkla att generalisera till
mer komplicerade kretselement som kapacitans och induktans.

I princip har vi redan alla verktyg som behovs for att analysera en gi-
ven krets: genom Kirchhoffs lagar och de konstitutiva relationerna for alla
ingaende komponenter kan vi stilla upp tillrackligt manga ekvationer for att
berdkna alla ingaende strommar och spanningar. Detta kan dock vara en
omstéandlig procedur, sarskilt om den ska utforas for hand. Ofta upptrader
samma sorts problem sa pass ofta att det ar vart att utveckla speciella ana-
lysmetoder for dem, och dessa verktyg ér ofta anviandbara for att géra snabba
overslagsriakningar och ingenjorsméassiga bedomningar.

2.1 Seriekoppling

Ett vanligt problem &r att flera komponenter &ar kopplade enligt figuren ne-
dan.

Samma strom ¢ gar genom alla resistanserna, och vi brukar séga att resistan-
serna ar seriekopplade. Spanningen 6ver respektive resistans ar da v; = Rq1,
vy = Ryt etc. Den totala spanningen 6ver alla resistanser blir da

UabIR1i+R2i+"‘+RNi:(R1+R2—|—"‘+RN)i

27
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Jamfor vi detta uttryck med konstitutiva relationen for en resistans, v = Rz,
ser vi att resistanserna i figuren kan erséttas av en total resistans

R=R +Ry+---+ Ry

Vid seriekoppling adderas alltsa resistanserna. Eftersom resistans ér en posi-
tiv storhet, har vi féljande:

Allmdn egenskap: Den ekvivalenta resistansen till serieckopplade resistan-
ser ar alltid stérre an var och en av de enskilda resistanserna.

2.2 Parallellkoppling

En annan vanlig koppling &r féljande:

Ry

Samma spénning v ligger 6ver alla resistanserna, och vi brukar séga att re-
sistanserna ar parallellkopplade. Strommen genom respektive resistans ar da
i1 = v/ Ry, i = v/ Ry etc. Den totala strommen blir

' ot = S
] = — —_ —_— = _ _ R
Rl RQ RN R1 R2 RN

dvs alla resistanserna kan ersittas av en total resistans enligt

Man anvander sig ofta av begreppet konduktans for att beteckna inversen av
resistansen. Denna har beteckningen G = 1/R, och har enheten Siemens =
QL. Vid parallellkoppling adderas alltsd konduktanserna.

Allmdn egenskap: Den ekvivalenta konduktansen till parallellkopplade
konduktanser ar alltid storre &n var och en av de enskilda konduktanserna.
Eller: Den ekvivalenta resistansen till parallellkopplade resistanser ar alltid
mindre a&n var och en av de enskilda resistanserna.

Fallet N = 2 &r ett viktigt specialfall, dir det &dr enkelt att fortséitta rikna
med resistans:

Ri R,
R=—12
R, + R,
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Exempel: Forenkla nedanstaende nétverk av resistanser till en ekvivalent
resistans.

2Q

2Q 30 62

bo o 7 S

Parallellkopplingen mellan resistanserna pa 3 €2 och 6 ) svarar mot en resi-

stans pa
R R, 3-6 18
= = N=—0=20Q
Ri+Ry 346 9

Vidare férenkling sker enligt

20 20
a a a
20 20— 10 <= 30
be o b b

Hela det ursprungliga nétverket &r alltsa ekvivalent med en resistans pa 3 §2.
O

2.3 Spanningsdelning

For seriekopplade resistanser kan man bestdmma spénningen 6ver respektive
resistans om totala spanningen &r kéand.
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A\ AN

1+

R1 U1

Vo @) Ry V2

R U3

Samma strom ¢ gar genom alla resistanserna, och berdknas genom formeln
for seriekopplade resistanser till

Vo . Vo
Rekv Rl + R2 + Rg

Var och en av delspanningarna ar darmed

1=

R Ry
V1 = 1= —— )
L T R+ Ry + Ry
. Ry
:R i ————
Vet Ryt Ry C
R
UgZRgi: 3

Ri+ Ry + Rs

dvs delspanningarna ér proportionella mot totalspanningen vy, med propor-
tionalitetsfaktor svarande mot resistansens del av den totala resistansen.

2.4 Stromgrening

For parallellkopplade resistanser kan man istéllet bestdmma strommen ge-
nom respektive resistans om totalstrommen &ar kind.

19 i3yt

(31
’io CD R1 R2 Rg (%
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Samma spanning v ligger 6ver alla resistanserna, och beréknas genom formeln
for parallellkopplade resistanser till

1 . 1
190 =
]-/Rekv RL1+RL2+RL3

Var och en av grenstrémmarna ar

v = Rexyip = ()

leiv— ? 17;0
B mtmta
1
22—iv— ? %0
Ry m T TR
R =
13 =5 V=73 1 1%

dvs grenstrommarna ar proportionella mot totalstrommen 2y, med proportio-
nalitetsfaktor svarande mot konduktansens del av den totala konduktansen.
Da vi endast betraktar tva resistanser blir uttrycken nagorlunda enkla:

i = 1R_11i0= e io
R_1+R_2 Ry + Ry

1
iy = 1R_21io= fh i
R_1+R_2 R+ Ry

dvs proportionalitetsfaktorn for respektive strom ar den andra grenens resi-
stans delad med summan av resistanserna.

2.5 Nodanalys

De analysmetoder vi hittills presenterat kan anvindas for att forenkla ett
givet nat som har vissa standardkopplingar. Ibland gar det dock inte att
komma vidare med dessa verktyg, och vi behdver ett mer generellt forfarande
for att analysera godtyckliga kretsar. Nodanalys ar ett sadant verktyg, som
systematiskt anvander sig av Kirchhoffs stromlag for att generera ekvationer
som kopplar samman de olika okiinda storheterna i kretsen.!

Filosofin bakom nodanalys &r insikten att dven om vi for in ett antal
obekanta storheter i problemet, sa kan vi stélla upp tillrdckligt manga ek-
vationer som kopplar dem samman for att kunna eliminera de obekanta vi
infort, savdl som de obekanta som efterfragades fran borjan.

IDet finns fler generella verktyg, till exempel kan man anvinda sig av nagot som brukar
kallas maskanalys, som anvénder sig av Kirchhoffs spdnningslag pa motsvarande sétt som
nodanalys anvénder sig av stromlagen.
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2.5.1 Allmant schema

For att beskriva det allménna schemat for nodanalys behdver vi lite mer
terminologi.

nod -~

-
2

vasentliga noder - = referensnod, jord

Ett nat bestar av ett antal grenar som sammanbinds i knutpunkter. En gren
skall innehalla minst ett kretselement. En nod ar en knutpunkt i en krets dar
minst tva grenar binds samman. En vdsentlig nod ar en nod dar minst tre
grenar binds samman.

Antag nu att noderna dr numrerade fran 0 till N. Om en resistans R
ar kopplad mellan till exempel nod 1 och 2, skulle vi kunna berdkna den
strom som flyter genom denna resistans fran nod 1 till nod 2 om vi visste
den elektriska potentialen i respektive nod,

Vi2 U1 — U2

7/12:—_

R R

Pa detta satt skulle vi kunna berdkna alla strommar genom alla resistan-
ser. Problemet ar att vi inte kdnner nodpotentialerna i utgangslaget. Idén
med nodanalys dr att inféra alla dessa nodpotentialer {v, }_, som obekanta,
och sedan sétta upp tillrackligt manga ekvationer (med hjalp av Kirchhoffs
stromlag) for att kunna l6sa ut dem.

Efter viss begrundan finner man att potentialerna alltid dyker upp i ek-
vationerna som skillnader. Vi kan dérfor vélja en nod till referensnod och
tilldela denna en kind potential, till exempel vy = 0. Denna nod &r godtyck-
lig, men ofta &r det fordelaktigt att vilja en referensnod som ar knutpunkt for
manga grenar (typiskt den nod som ligger langst ned i schemat). Detta kan
1bland svara mot att man i den fysiska kretsen har kopplat referensnoden till
en kind potential (jord), men utgor i vart fall endast ett berdkningstekniskt
trick. Om nod 0 tilldelas potential noll, medfér detta att nodpotentialerna i
alla andra noder kan tolkas som en spéanning mellan den noden och referens-
noden enligt

Uy =V, — 0 =1, — Vg = Uno

Detta ar bakgrunden till att nodpotentialerna verkligen dr nagot som kan
maétas, till exempel med en bra voltmeter. Koppla bara in voltmetern mellan
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den aktuella noden och referensnoden, sa far du nodpotentialen v,, (eller
mojligtvis —v, om du rékat koppla in voltmetern at fel hall).
Det allménna schemat foér nodanalys kan nu skrivas som

1. Vilj referensnod, och tilldela nodpotentialer till 6vriga vésentliga noder.
2. Anvind Kirchhoffs stromlag pa alla noder utom referensnoden.

3. Los ekvationssystemet.

Exempel: Nodanalys forstas oftast béast genom en exempelrikning. Antag
att foljande krets ar given:

Nod 0 valjs till referensnod (indikerat med en jordningssymbol i figuren) med
potential noll, vilket &ven bestdmmer potentialen i nod 0" till vs. Tillampa
Kirchhoffs stromlag pa nodpunkterna 1-4 (dar vi rdknar strommarna ut fran
nodpunkterna som positiva):

V1 — Ug V1 — U2 V1 — Us

1: =0
"R R
Vg — U1 Us—Vs Uy—0 |

2 —4,=0
R + 7 + i )
V3 — U1 V3 — U4 Ug—o

3: =0
R, ' Re | R
— -0

4: BB e B =0

Rg Ry



34 KAPITEL 2. RESISTIVA KRETSAR

Detta ekvationssystem kan skrivas pa matrisform enligt

1 4,1 4 1 _ 1 _ 1 vy
Ry + R31 + Rs 1 1R3 1 Rs 0 Gt Rbl
_ 1 1o, 17,1 s 4 g
]%1{3 R3 + Ro + Ry 1 (1) 1 01 U2 — RSQ + s
s 0 BT TR TR || 0
0 0 ~ T B TR/ A\ s
Den explicita 16sningen av detta ekvationssystem lamnar vi darhén. OJ

Exempel: Vi kan 16sa ekvationssystemet ovan till exempel med hjélp av
datorprogrammet PSpice. Vi anvinder oss av foljande viarden: Ry = R3 =
Ry = 1k, Ry = Ry = Ry = Ry = 2k}, Rg = 4k, ix = 10mA och
vs = 100V, och resultatet ar enligt figuren nedan. Observera att PSpice
anviander symbolen —VV\— for att beteckna resistanser.

K 15mA 2kt 17.5mA
100V § 1kQ §4k§2
v12.5mA
25mA 50V 10mA | =5V
WA (== 2 20
2k(2 10mA
N L 50mA | §2k9
100V —— 0
_ 1k
—’; 60mA % f2.5mA
oV —l—
Kontrollera giarna att Kirchhoffs lagar och Ohms lag &r uppfyllda. 0

Exempel: Da alla nodpotentialer och strommar i en krets dr kinda kan vi
kontrollera att effektkonservering och Tellegens teorem fran sidan 20 &r upp-
fyllda. De tva kretsarna nedan &r helt olika sanir som pa att de har samma
uppséattning noder. Grenstrommar, grenspanningar och nodpotentialer har
beréknats med PSpice liksom i tidigare exempel.
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~ —300V

1) + 50V - +
25mA’\/\/\, 50V . @ 25mA 250V
100V N
2kQ2 25mA
100V —— + n
- 50V =1kQ $25mA
o -
2) + 150V — 25V
—50mA© 50V 25mA 25V
100V
50mA 1kQ
+|¥50mA  o5mal 25V §1k9
100V —— + +
- ~50V S2kQ $25mA
(0\Y% L

Kontrollera referensriktningarna och att Kirchhoffs och Ohms lagar ar upp-
fyllda. For att forenkla beteckningarna samlar vi grenspanningarna och gren-
strommarna i radmatriser

oM =] 100 50 50 —300 250 |V
iV = —25 25 50 25 25 |mA
v =] 100 150 —50 25 25 ]V
i = 50 —50 —25 25 25 ]mA

Vi har effektkonservering
p® i = (100 - (=25) + 50 - 25 + 50 - 50 — 300 - 25 + 250 - 25) mW = 0
v® i = (100 - 50 + 150 - (=50) 4 50 - 25 + 25 - 25 + 25 - 25) mW = 0
Den allménna formen av Tellegens teorem séger dessutom att
v i = (100 - 50 + 50 - (=50) + 50 - (—25) — 300 - 25 + 250 - 25) mW = 0
v 51 = (100 - (—25) + 150 - 25 + 50 - 50 + 25 - 25 4 25 - 25) mW = 0

Detta visar i ett konkret exempel att de allménna sambanden fran avsnitt 1.4.3
ar uppfyllda. O

2.5.2 Supernoder

Da kretsen innehaller spanningskéllor kan det ibland bli krangligt att anvan-
da ovanstaende schema blint, eftersom spénningen 6ver en spanningskélla &r
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konstant oberoende av vilken strom som gar genom den. For att slippa intro-
ducera denna strom kan man istéllet studera Kirchhoffs stromlag tillampad
pa en supernod.

Tillampa stromlagen pa supernoden ovan, dvs summera alla stréommar som
gar ut fran det streckade omradet.

v —vs v —0 wvy—0
1 LU L

—i,=0
R Ry Ry

Ytterligare en ekvation behovs for att kunna losa ut de obekanta potentia-
lerna v, och vy, denna fas genom sambandet vy, — v1 = vp.

2.6 Thévenin- och Nortonekvivalenter

Det ar vanligt att betrakta elektriska kretsar som svarta lador, som bara har
en begransad kontakt mot omvérlden. En vanlig sadan situation dr nedan-
staende,

1
04 a
+
RL’U
b b

dér kretsen inuti ladan kan vara godtyckligt komplicerad. Ladan brukar kallas
for “tvapol”, vilket helt enkelt uttrycker att det bara finns tva anslutningar.
Antag nu att ladan bara bestar av resistanser samt beroende och obero-
ende spannings- och stromkillor, dar de beroende kédllorna beror linjart pa
strommar och spanningar inuti ladan. Vi har da ett linjdrt natverk, som kén-
netecknas av att om vi méter strommen ¢ ut fran ladan och spanningen v
over en belastningsresistans Ry, sa far vi ett linjart samband vy — Ryt —v =0
mellan ¢ och v d&a Ry, varierar.
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Det finns tva berdmda satser som visar att ett sddant allmént natverk kan
ges en enkel representation enligt nedan

Ry
———oa S ': a , . oa
/I/H
= Ut = gb R,

——b b . °h
Den forsta ekvivalenta standardkretsen (den med spénningskéllan) kallas
for Théveninekvivalent,? och den andra (den med stromkillan) kallas for
Nortonekvivalent.> Fordelen med att infora dessa ekvivalenta kretsar dr att
aven mycket komplicerade kretsar kan ges en enkel representation. Thévenin-
ekvivalenten bestar av en ideal spanningskéilla med Théveninspanningen vy
seriekopplad med en inre resistans (Théveninresistans) R; och Nortonekvi-
valenten av en ideal stromkélla med Nortonstrom i, parallellkopplad med en
inre resistans (Nortonresistans) R,,.

Att kretsarna &r ekvivalenta innebér att oavsett vad som kopplas in mel-
lan anslutningarna a och b, sa kan vi inte genom att méta strém och spén-
ning avgdra nagon skillnad mellan tvapolen eller nagon av de tva ekvivalenta

kretsarna. Det finns dock sétt att avgéra om kretsen mest liknar en Théve-
ninekvivalent eller en Nortonekvivalent, se figur 2.1.

2Att en sddan representation finns bevisades 1853 av Hermann von Helmholtz (1821
1894), men det var Léon Charles Thévenin (1857-1926) som fick ge namn &t den 1883.

3Nortonekvivalenten uppticktes 1926 av Hans Ferdinand Mayer (1895-1980) och Ed-
ward Lawry Norton (1898-1983), oberoende av varandra. Mayer var den ende som publi-
cerade resultatet officiellt, men Norton publicerade internt pa Bell Labs.



38 KAPITEL 2. RESISTIVA KRETSAR
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Figur 2.1: Tva exempel pa att Thévenin- och Nortonekvivalenter har gjort
avtryck i varldslitteraturen.

Ett battre satt att avgora om man boér anvinda en Théveninekvivalent
eller en Nortonekvivalent ar att jamfora storleken pa den inre resistansen med
belastningsresistansen. Om den inre resistansen Ry ar forsumbar jamfort med
belastningsresistansen, Ry, sa ar spanningen over lasten oberoende av den
inre resistansen och lika med tomgangsspanningen,

Ry,
v=uvp———1v om Ry >R
th I RL t L t
och det ar da naturligare att anvinda sig av Théveninekvivalenten. Detta ar
vanligtvis fallet med batterier som har en inre resistans pa nagot eller nagra
Ohm. Nortonekvivalenten passar bast om den inre resistansen ar mycket
storre dn belastningsresistansen eftersom strémmen genom lasten i sadana
fall inte d&ndras sa mycket beroende pa Ry, dvs
R,

i—i,—" _~i. om RL<R,
R, + Ry L
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2.7 Kalltransformation

Ett viktigt resultat fran foregaende avsnitt ar att en Théveninekvivalent kan
uttryckas med en Nortonekvivalent och tvartom. Det bor da ga att bestamma
nagot samband mellan de olika parametrarna vy, Ry, i, och R,.

For att bestdmma virdet pa Théveninspanningen v, kan vi till exem-
pel méata tomgdangsspinningen Gver a—b, dvs spanningen da vi kopplar in
en odndligt stor resistans mellan a och b. Vi anvénder beteckningen v, for
tomgangsspanningen, dédr index oo betonar att vi tanker oss en odandligt stor
resistans inkopplad mellan a och b. Om vi representerar tvapolnatverket med
dess Théveninekvivalent, konstaterar vi att ingen strom flyter genom resi-
stansen R;. Om strommen &r noll kan det inte heller finnas nagon spanning
over Ry, och tomgangsspanningen v, ar lika med vy.

For att bestamma vardet pa Nortonstrommen 2, kan vi mata kortslut-
ningsstrommen mellan a-b, dvs strommen da vi kopplar in en mycket liten
resistans mellan a och b. Vi betecknar denna strém med 7y, diar index 0
betonar att vi kopplar in en mycket liten resistans (idealt noll). Om vi re-
presenterar tvapolnatverket med dess Nortonekvivalent, konstaterar vi att
all strom kommer att ga genom kortslutningen och ingen strém gar genom
resistansen R,,. Kortslutningsstrommen ¢y &r da lika med ,. Resistanserna i
sin tur bestdms ocksa av dessa méatpunkter genom

, Uy Voo Voo
“TRTR T T
for Théveninekvivalenten, och

v
Voo = Rnin = RniO - Rn = ;oo
0

for Nortonekvivalenten. Resistanserna R; och R, ar alltsa lika, dvs

Rt :Rn

och de 6vriga parametrarna uppfyller foljande samband

vilket &r forvillande likt Ohms lag. Detta ar dock inte en ekvation som uttalar
sig om nagon fysisk komponent Ry, utan snarare uttrycker ett samband mel-
lan de tre systemparametrarna v, Ry och i,, vilka endast ar representationer
av tvapolsnétverket vi startade med.

Kommentar: 1 verkligheten méter man néstan aldrig tomgangsspanning
och kortslutningsstrom, eftersom det utgor for starka idealiseringar och kan
vara pafrestande for kretsen. I stillet méter man strém och spanning da ett
par olika resistanser kopplas in mellan a och b, och bestammer kretsekviva-
lenterna fran en kretsmodell av métsituationerna.
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Figur 2.2: Uppmétning av inre resistansen i ett citronbatteri. Langst upp till
véinster finns en kretsmodell av citronen, en inkopplad last Rj, samt en volt-
meter. Utan last ldser vi av spanningen 0.91V, och spénningen blir ungefar
hélften da lasten Ry, = 4k kopplas in.

Exempel: Vi ska nu bestdmma en Théveninekvivalent for ett citronbatteri
enligt figur 2.2. Ett batteri bestar vanligtvis av tva olika metaller och en véts-
ka med fria joner (elektrolyt). Hér anvénder vi ett kopparbleck (Cu) och ett
zinkbleck (Zn) i en citron. Vi anvénder en voltmeter och ett dekadmotstand
(dvs ett varierbart motstand Ry,) for att bestdmma Théveninekvivalenten.
Voltmetern ar hogohmig (R, < Ry ~ o). Kirchhoffs spénningslag for den
vinstra delen av kretsmodellen i figur 2.2 ger det linjara sambandet

'Ut—Rti—'U:O (21)

mellan spdnningen v och strommen ¢. Da strommen genom Ry férsummas,
har vi ocksa via Ohms lag
v = RLZ

Dessa tva samband svarar mot rata linjer i ett diagram med v och i langs
axlarna:
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1 ,'U:RLi

y .
Zn '

Den heldragna linjen har bara med citronen att gora, medan lutningen pa
den streckade linjen svarar mot den resistans Rp som vi testar systemet
med. Skirningen mellan linjerna ér en punkt (v,i) = (v,v/Ry,) som bestdms
fran den uppmaétta spanningen v, och fran detta ser vi att citronbatteriets
egenskaper kan bestdmmas genom att gora tva métningar.

Vi miéter forst tomgangsspanningen (R, = 00) till v, = vy = 0.91V. 1
princip kan vi nu bestamma FR; genom att koppla in ett godtyckligt mot-
stand Ry, och rdkna bakldnges i ekvationerna. Vi kan dock ldsa av Ry med
atminstone en vérdesiffra direkt fran dekadmotstandet genom att stélla in
resistansen si att v ~ v;/2 &~ 0.45V, eftersom spanningsdelning ger att
spanningen halveras precis da Ry, = R;. I vart fall finner vi att detta in-
traffar for Ry, = 4k, dvs den inre resistansen ar R; ~ 4 k(). Det ar oftast
inte meningsfullt att bestdmma resistansen for ett citronbatteri noggrannare
an sa, eftersom det aldras relativt snabbt och dess resistans édndrar sig med
tiden. U

Exempel: Théveninekvivalenten for en krets kan bestdmmas pa flera olika
satt. Vi illustrerar tre alternativa metoder {or kretsen

|—0—| a
4R R TR
Vo 2R 4R 10R
* * S *h

De tva forsta metoderna utgar fran att jamfora kretsen med en Théveni-
nekvivalent. Det &ar ofta enkelt att bestdmma vy fran tomgangsspéanningen
Uah = Uso OCch Ry fran resistansen R,; med alla kallor nollstillda

Ry
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Théveninekvivalenten har tomgangsspanningen (ingen last inkopplad) v,, =
Uso = ¥ och med nollstéllda kélla resistansen R, = R;.
Vi kan déarmed bestdmma Théveninekvivalenten i tva steg:

1. Vi borjar med bestdmma tomgangsspanning v,, = vy med nodanalys

U1 Uab
] a
4R R TR
Vo 2R 4R 10R

Anvind KCL pa noden med potential vy:

vp—vy U1 —0 v — U
+ +

=0 = bv;=w, 2
AR AR SR UL Pab 2t
och pa noden med potential vy,

Uah — U1 Uap — 0

S8R 10R

=0 = Yv,, = 51y

Med 16sning 9vap = Vap, + 209 = 8vap = 209 = Vap, = 3.

2. Resistansen Ry = R, bestdms genom att nollstéalla killan

o] a
4R R TR
2R 4R 10R

Borja med att forenkla kretsen fran insidan i flera steg (se nésta sida):
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f—— a a
4R R TR
2R AR 10R IOR IOR
b b

0] 2R=0 10R || 10R = 5R
4R R TR
4R 10R 5R
b b
AR | AR = 2R Ry = Rap, = 5R
R TR ’
2R 10R

2R+ R+TR=10R

Tillsammans ger v,, och R,, Théveninekvivalenten

a
oR

med avseende pa nodparet (a,b). O

Exempel: Som foéregaende exempel men anvinder tomgangsspénning och

kortslutningsstrommen for att bestamma Théveninekvivalenten. Den hér me-

toden &r bra for kretsar med styrda kéllor som inte kan nollstéllas.
Théveninekvivalenten med avseende pa nodparet (a,b) for kretsen

. a

4R R R
Vg 2R 4R 10R

y S y S . *h

bestdms genom att jamfora kretsen med Théveninekvivalentens beteende un-
der tomgang och kortslutning:

Ry

Vg Yo
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1. Bestdm tomgangsspanningen v, = vy = vg/4, till exempel med noda-
nalys enligt foregaende exempel.

2. Bestam kortslutningsstrommen iy = v/ Ry = iy, dvs med last Ry, = 0.

|—0—| » A
4R R TR
Vo 2R 4R 10R Yiab
. . b

som forst forenklas till

O N
4R R TR
Vo 2R 4R Y iab
. b

Nodanalys (KCL pa en noden med potential v;)

vl—v0+vl—0 v, —0
4R 4R SR

=0 = bv; =21

Denna ekvation ger v; = 2v/5 och diarmed strommen 7,, = iy =

v1/(8R) = v/ (20R).

Totalt med vy = vo = vp/4 fran tomgangsspanningen och Ry = v /i, =

Uoo/io =5R. ]

Exempel: Den tredje metoden baseras pa att successivt forenkla kretsen
genom Kkélltransformationer:

a a
R, "
Ut — E a I
*h b

Den hér metoden &r enkel men fungerar inte for alla typer av kretsar. Kretsen
i exemplet forenklas enligt (se nésta sida)
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o] a
4R R TR
Vo 2R 4R 10R
b

vo || 2R = vg och R+ 7R = 8R.

a

4R S8R

Vo 4R 10R
b
in = U0/<4R)
a
8R
o 4R| | 4R 10R
b
a
8R
m 4R| | 4R 10R
b
AR | 4R = 2R.
a
8R
i 2R 10R

4R

Ut::—}%'QR:’Uo/2.

2R S8R

v
—
IS
=

2R+ 8R =10R.
ﬂ |
b
in = 71%/]% = vo/(20R).

a
Vo
20R
b

10R || 10R = 5R.
vy = 50 - DR = vy /4.

Iz
ot
=
~

b

Detta ger slutligen Théveninekvivalenten med v, = vg/4 och Ry = 5R. O

2.8 Effektanpassning

Vi ska nu se hur Théveninekvivalenten kan anvéndas for att avgora hur myc-
ket effekt som ett godtyckligt linjart natverk kan leverera till en yttre belast-
ning. Vi modellerar det godtyckliga natverket med sin Théveninekvivalent,
och belastningen med en resistans Ry, enligt nedan:

Ry

Uy

Ry

Spanningen dver resistansen fas med spanningsdelning till vy, = =—L=v;, och

den utvecklade effekten blir

v
b=

R, +Ry

Ry, 9
= = —’Ut
RL (RL + Rt)Z



46 KAPITEL 2. RESISTIVA KRETSAR

I detta uttryck forutsitter vi att den enda parameter vi kan variera ar Ry,
dvs den resistans som vi kopplar in. For att avgora nér effektutvecklingen ar
maximal, soker vi efter nollstéllen till derivatan av p:

d ( Ry, )_ 1 2Ry R, — Ry,
dRy \ (RL + R\)?/)

0 pr—
(R, + Ry)? (Rp+ Ry)?  (RL+ Ry)?

Denna ekvation ger Ry = Ry, och det syns i nedanstaende graf att detta
svarar mot ett maximum och inte ett minimum:

pR:/ U?

0.2 ¢

0.1+

1 2 3 4 5 Ri/R

Nar villkoret
RL = Rt

ar uppfyllt brukar man séga att lasten &r effektanpassad, och den effekt som
i sadana fall utvecklas i lasten ar
Ry 2 1oy (v/2)?

P Ri vy R T 4R, T R,

déar vi i slututtrycket poéngterat att den spianning som faller Gver resistansen
ar halva Théveninspanningen, eftersom de tva resistanserna ar lika stora.

Att fundera pa: Hur stor effekt kan man maximalt fa ut ur citronen i
exemplet pa sidan 407 O]

Att fundera pa: Vi har just visat att om en tvapol belastas med en resi-
stans svarande mot tvapolens inre resistans, Ry, = Ry, sa erhaller vi maximal
effektutveckling i lasten. I kretsmodellen ser vi att detta maste innebéra att
motsvarande effekt dven utvecklas i resistansen R;. Men denna ar bara en del
av en matematisk representation av den ursprungliga tvapolen, som bestar av
ett godtyckligt antal killor och resistanser. Vilket uttalande kan goras om ef-
fektutvecklingen i den fysiska krets som Théveninekvivalenten representerar?
O
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2.9 Superposition

For ett linjart natverk kan man studera inverkan av varje kélla for sig. Om
det ingar N oberoende kéllor (strom eller spénning) i en krets och vi ska
beridkna strommen genom en komponent, kan denna strém skrivas som

itot:i1+i2+"'+iN

dar strommen ¢; ar den strom som uppstar i komponenten om alla kéallor
utom Kkélla 1 nollstélls, 75 ar strommen som uppstar om alla kéllor utom kélla
2 nollstélls osv.

En spanningskilla nollstélls genom att ersdtta den med en kortslutning
(ingen spanning).

En stromkilla nollstélls genom att ersidtta den med ett avbrott (ingen strom).

For vara ekvivalenta kretsar kan detta innebéra vésentliga forenklingar,
sarskilt da vi ska bestdmma Théveninresistansen. Om vi skulle bestamma
denna resistans via ett experiment, sa skulle vi kunna koppla in en ohmmeter
vid anslutningarna a och b; denna fungerar som sa att den skickar in en
teststrom och méter spanningen mellan a och b som uppstar till folyd av
denna strom. Detta &r precis vad superpositionsprincipen syftar till, och vi
kan berdkna resistansen R; genom att nollstéilla alla kéllor i natverket och
beridkna den ekvivalenta resistansen.

Théveninresistansen for ovanstaende néatverk till vinster ges alltsa av den
ekvivalenta resistansen i nédtverket till hoger, dér vi nollstéllt alla oberoende
kéllor.

Varning! Var forsiktig med denna metod da styrda kéllor ingar i kretsen!
Det &r endast de oberoende killorna som ska nollstéllas, styrda kéllor ska
finnas med i berdkningarna for varje enskild oberoende kélla. Det sékraste i
dessa fall ar oftast att analysera hela kretsen med nodanalys.

Superpositionsprincipen bygger helt och hallet pa att vi har ett linjdrt nét
(dér den &r en mycket kraftfull metod), och fungerar déarfér inte da nagon
komponent ar ickelinjar, mer om detta foljer i del IV da vi diskuterar dioder
och transistorer.
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Exempel: En vanlig krets i méattekniken &dr nedanstaende, en sa kallad
Wheatstonebrygga.* Vi ska bestimma dess Théveninekvivalent med avseende
pa tvapolen a-b.

Ry Rs
" @_) a b
Rs Ry

Vi viljer den nedersta noden till referensnod, och ger den potentialen noll.
Tomgangsspanningen ges av potentialskillnaden v, — vy, dar nodpotentialerna
ges av spanningsdelning:

Ry
Vg = —— Vs
Ry + Ry
Ry
Vp = ————"Us
"T Ry IR,

Kortslutningsstrommen é&r lite knepig att rdkna ut, men Théveninresistansen
fas genom att kortsluta spanningskéallan:

1 1
Ry R3 Ry Rs
a b o 2 b
Ry Ry Ry Ry
1 I

Den hogra bilden erhalls genom att fatta tag i anslutningarna a och b, dra
dem isdr och betrakta ovriga banor som “gummiband”. Vi ser nu att den
ekvivalenta resistansen ar en seriekoppling av tva parallellkopplingar,
R Ry R3Ry
Ri+ Ry Rs+ Ry

och Théveninekvivalenten &ar (dér vi anvint vy = v, — vy,)

Rab = Rt -

4Kopplingen uppfanns 1833 av Samuel Hunter Christie (1784-1865), men namngavs
efter Sir Charles Wheatstone (1802-1875), trots att han i sin publikation 1843 uppgav
Christie som kélla.
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R
a
U_( Ry Ry )U
Uy med ’ 51 };— Ry 53 }: Ry) ”
R: 142 + 344
b ‘" Ri+Ry, Rs+R,

Fran detta uttryck ser vi att tomgangsspanningen ar noll precis da Ry /Ry =
R3/R4. Kopplingen anvéinds for resistansmétningar pa foljande sétt. Lat Ry
vara en okéind resistans som vi vill méta. Vi kopplar in ett kéinsligt instru-
ment mellan a och b, och stéller in de 6vriga resistanserna sa att vi har noll
spanning (kallas for en balanserad brygga). Fran villkoret Ry /Ry = R3/Ry4
ser vi att resistansen R; da &r

~ RxRs

=7

Typiskt kan resistansen R viljas med grova intervall, till exempel Ry =
1Q,100,...,1MQ, medan R3 kan véljas i princip godtyckligt men noggrant
inom ett mycket mindre omrade, typiskt i storleksordning av R, som halls
fix. Vi kan da vélja métomrade genom Ry och noggrannhet genom R3;. [

Ry

Att fundera pa: Nagra dagar fore jul var Truls pa sopstationen. Dar kopte
han bland annat en antik julgransbelysning.

Han onskar sprida lite julglad-
je och dekorerar vardagsrummet
med den nyinkopta belysningen. Det
finns tva uppsattningar lampor i pa-
ketet, en fér 110V och en for 220 V.
Eftersom det sedan ldnge ar 230V i
vagguttagen viljer Truls 220V lam-
porna. Till sin forfaran upptécker
han att belysningen inte fungerar.
Truls hittar dock snabbt den felan-
de lanken, en av lamporna &r son-
der. Truls trotsar faran och skruvar
istdllet i en av 110V lamporna. Det
fungerar. Lamporna lyser och spri-
der julgladje. Det ar bara en sak som
Truls inte forstar, den utbytta lam-
pan lyser mycket svagare dn de 6vri-
ga. Forklara varfor den utbytta lam-
pan lyser svagare. O
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Kapitel 3

Resistansberakningar

Vi ska nu behandla hur man kan berdkna kretsparametrar fran givna kompo-
nentgeometrier och materialegenskaper. Vi anvinder oss av Maxwells ekva-
tioner i statiska gransen, dvs da tidsderivatorna i princip kan férsummas, och
visar hur det ar mojligt att berdkna de tre grundlaggande kretsegenskaperna
resistans, kapacitans och induktans.

Den som finner &mnet intressant och vill komplettera bilden, kan re-
kommenderas att studera mer specialiserade ldrobocker om elektromagne-
tisk faltteori, till exempel [4,7,9]. Dar behandlas bade statik och dynamik
for Maxwells ekvationer, fast mer omfattande &n har och inte begransat till
komponentberékningar.

Framstéllningen i slutet av detta kapitel bygger pa vektoranalys. I bila-
ga E finns en kort sammanfattning av den vektoranalys som &r nédvandig
for denna del.

3.1 Resistans och kretsmodeller

En vanlig formel for resistansen av ett ratblock

A
R — R — —— R —
e
Qo —— R — R — R — - | b
—— R — R —— ——
l

23
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bestaende av ett material med ledningsférmaga o ar

Vab 12
R = T oA (3.1)
dar ¢ &ar lingden av cylindern och A &r dess tvéarsnittsyta. Innan vi hérle-
der (3.1) i avsnitt 3.6.2 anvénder vi kretsmodeller tillsammans med (3.1)
for att berdkna resistansen for andra geometrier. Stromtéatheten i ratblocket
illustreras av pilarna. D& stromriktningen dr kdnd kan man utnyttja (3.1)
genom att identifiera ett antal delresistanser, som kan vara létta att berdkna
med formeln, vilka sedan serie- eller parallellkopplas for att fa den totala
resistansen.

Vi boérjar med att dela upp ratblocket i tva delar for att introducera
kretsmodellerna. Forst delar vi blocket vinkelratt mot stromriktningen vid
positionen z = {4

A
I — — - e
! . ! ~
] \ :
l ! !
a0 | —> —_— :——»: — o Ob
! 1
| 1
—_—  — > —
///’ :’,,’
z=10 z Zifl z=1/

Réatblocket kan ses som sammansatt av tva nya réatblock med langder ¢; och
¢ — {4 och resistanser givna av (3.1)

4 =14
RSI_E och Rgq = 1

Resistanserna ér seriekopplade (samma strom gar igenom dem) och kan mo-
delleras med kretsmodellen

R R

aes— }—{ J—b

for vilken den totala resistansen ar

B 4 -t !
R—Rs1+Rs2—a+ A A

Genom att dela ratblocket ovan i mindre och mindre delar kan man tolka
resistansen som en seriekoppling av infinitesimala! riatblocksresistanser med
ldngden dz.

'Hsr anvinder vi forenklad notation med differentialer. Du kan &ven anvinda dndliga
langder Az och lata Az — 0.
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A
! — — —
: ;/ ;/ — ¥
R e — b
LTT,,,TT‘,,:,,/_L:L,TT,,,,____
z2=0 ) z=1

Var och en av dessa har resistansen

dz

dR = =
RJA

Eftersom samma strom gar genom alla resistanserna, dr de uppenbarligen
seriekopplade. Den slutliga resistansen fas da genom att summera alla resi-
stanserna, med resultatet

fdz 1 [f i

Om vi istéllet delar upp blocket langs med stromriktningen i tva delar med
tvarsnittsytor A; och Ay = A — Ay

A

I e — e e — e —
‘ ¥
|
P2 e 7
P P
ao—tZe_1" > __-C o __=C —__=C > ___l L~ e—
|
|
| — —_— —_— —
P T ___T____ Lo
-
220 Z:g

far vi tva parallellkopplade resistanser

7:1 Rpl
1
ao—»>—e R +——oph
ig |:|p2

dér strommarna ¢; och i, motsvarar strommarna som gar igenom tvarsnitt-
sytorna A; och A,. Den totala resistansen ges aterigen av

11
R Ry

O'Al

1 J—
Ry 4

UA2 .
14

cA
12
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Ett ytterligare alternativ kan vara att betrakta langa rér som gar fran z = 0
till 2 = ¢ och har tvirsnittsyta dS.

A
I e e —_— —_—
} |
|
ao :—» — — — . ob
|
’_’F____‘iiiiiii:iiiiiiiii:iiiiiii::I f
LE:_‘j,,,TE,,,TE,,,TZ,,,,J \
-~ ds
z=0 z =1/

Vart och ett av dessa ror har konduktansen (kom ihag att G = 1/R)

odS

dG = — 7

Eftersom alla réren ar kopplade till samma spéanning v, — vy, ar de uppenbarli-
gen parallellkopplade. Den slutliga konduktansen fas da genom att summera
alla konduktanserna,

UdS o gA 1 12
o= [ao= [TF =0 [as="F = R=g=_;

Detta ér givetvis overdrivet krangligt for det fall vi har, men metoden gor
att vi kan behandla mer komplicerade fall. Observera dock att det kravs att
vi har koll pa stromriktningen fér att kunna definiera delresistanserna. En
del upplever det ldttare att tédnka i termer av parallell- och seriekopplade
resistanser, andra tycker det ar lattare att tdnka i termer av elektriskt falt
och stromtéathet som diskuteras i avsnitt 3.6.2. Oavsett om problemet 16ses
med delresistanser eller féltteori, &r det i grunden samma rakningar som
genomfors.

Exempel: En koaxialkabel bestar av tva langa ledare. Bestdm resistansen
over en lingd ¢ for en cylindrisk koaxialkabel fylld med ett material med
ledningsformaga o. Lat innerledarens radie vara a och ytterledarens radie b

/ ) ”
<

A
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Stromtéatheten gar fran inner- till ytterledaren och avtar med avstandet fran
innerledaren. Dela upp volymen mellan ledarna i skikt med (infinitesimal)
tjocklek dr. och tvérsnittsyta 2mr.¢. Skikten kan vecklas ut till ratblock

l

/

2rr
dre < ‘ >

dre | g Q/’

14

27,

med resistans

_dre

© 2nrlo

Skikten &r seriekopplade (gemensam strom) och den totala resistansen ges
av integralen (summan)

R:/dR:/ab dre Ly — /a)

2rrlo ~ nlo 2lo

Resistansen avtar med lingden ¢ och vi kommer istéllet betrakta konduk-
tansen G = 1/R per lingdenhet i avsnittet om transmissionsledningar 9.3

G  2mo
¢ In(b/a)
se ocksa avsnitt 3.6.3 for motsvarande berdkning med elektriska falt. U

Exempel: Figuren nedan visar ett omrade begrénsat av en cirkelsektor
med Oppningsvinkel «, radierna r; och r, och med tjocklek d in i papperet,
samt ledningsférmaga o. De tjocka linjerna vid anslutningarna a och b ar
metallbelagda. Berdkna resistansen R,p.
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b b
T2 T2 2
o o
dr
Q Q
> N
1 (&
a a

Symmetri ger att strommen gar langs cirkelbanor (konstant radie), och vi
kan dela upp geometrin i flera parallella rér enligt nedan: Ett sadant ror har

konduktans
odS B oddr

G = 14 ro

dar dS = ddr ar tvirsnittsytan pa roret och ¢ = ra ar dess langd. Samtliga
ror ar parallellkopplade mellan a och b, varfor vi far

T2 2
Gz/dG:/ oddr_od [Pdr_ody g 2 00y, T2
r=r1 Q

r « r o 1 a

T1

och resistansen
1 o

B=G = sdm(ra/r)

ar proportionell mot vinkeln «. O

Exempel: Med hjilp av losningen till foregaende exempel kan vi se hur
man kan konstruera ett reglerbart motstand, en sa kallad potentiometer.
Denna har tre anslutningar, till en resistiv bana med &ndpunkter a och c,
samt en vridbar glidkontakt b som ligger an mot banan enligt figur nedan.
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Med hjalp av foregaende exempel har vi (diar R(a) = ——2———)

otln(re/r1)

RlzR(W—Oé) .
{RZZR(Q) = R1+R2—R(7T)

Denna konstruktion ger oss alltsa resistans R; mellan kontakter ¢ och b, och
resistans Ry mellan kontakter b och a, vilka uppfyller Ry + Ry = R(w) =
7/(odn(ry/r1)). O

3.2 Effekt

Utgaende fran ett kretsteoretiskt perspektiv sa kan den effekt som utvecklas
i en resistans R berdknas genom produkten av spanning och strom enligt

dér vi anvént oss av Ohms lag v = Ri for att uttrycka effekten i antingen bara
spanning eller bara strom. Den faltteoretiska motsvarigheten &ar att produk-
ten E - J svarar mot effekttétheten i en kropp, dvs effekt per volymsenhet.
For en volym V' med ledningsférmaga o ges da effekten av

2
pz/E-JdV:/a|E|2dvz/ﬂdv
v v v 0

dér vi anvint oss av Ohms lag pa formen J = o FE. Ibland ar det enkelt att
beridkna eller uppskatta nagon av dessa integraler, och resistansen R kan i sa
fall berdiknas genom att jamfora uttryck for effekten p uttryckt i faltstorheter
respektive kretsstorheter.

Att fundera pa: Antag att ledningsférmagan o i ratblockexemplet tidigare
beror pa koordinaten z. Var i ratblocket utvecklas mest viarme, dér o ér som
ldgst eller dar o ar som storst? O

3.3 Tillampningar

Behovet att berdkna resistans for olika geometrier uppstar i vitt skilda om-
raden. Vi ska héar titta pa tre olika tillampningar: resistanser i integrerade
kretsar, resistansen mellan jordklotets yta och jonosfiren, samt kontaktresi-
stansen for hjartstartarelektroder.
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3.3.1 Resistanser i integrerade kretsar

Integrerade kretsar kan innehalla miljontals transistorer men hela kretsen ar
sdllan storre &n nagra millimeter. Vid konstruktion av dessa uppstar ofta be-
hovet av att realisera en given resistans, dvs konstruera en fysisk struktur som
har en 6nskad resistans. En integrerad krets bestar ofta av en flerlagerstruk-
tur, dar tjockleken pa varje lager &ar specificerad av tillverkningsprocessen,
men dér det finns goda mojligheter att kontrollera geometrin i lagrets plan.
Betrakta nedanstaende enkla geometri.

d o
“w
Resistansen mellan de skuggade kortdndarna &r

14
R =
odW
Med en given ledningsférmaga o och lagertjocklek d, kan da resistansen for
en sadan struktur styras genom att vélja dimensionerna ¢ och W. Intressant

ar att resistansen blir oberoende av ¢ och W om kvoten mellan dessa héalls
konstant. Specifikt fas féljande om vi véljer dem lika,

_ ¢ e=w 1
R_O'dW T od

Eftersom denna geometri svarar mot resistansen hos en kvadrat av godtycklig
storlek, kallas storheten 1/(od) for ohm per kvadrat (ohm per square), och
ar ett vanligt matt pa den typiska resistans som kan uppnas med ett lager
med tjocklek d och ledningsformaga o.

For att fa plats med resistanserna pa den begréansade yta som é&r tillgéng-
lig, kan det ibland vara nodvéandigt att boja ledningsbanorna. Den enkla
formel vi anvént for ratblocket kommer da inte langre att halla, och mer pre-
cisa berdkningar kravs. Ratblockformeln duger dock for det mesta om man
bara ar intresserad av storleksordningen av resistansen.

3.3.2 Resistans i jordatmosfaren

Vi ska nu betrakta ett problem pa en helt annan ldngdskala &n integrerade
kretsar, ndmligen resultatet av alla varldens askvader. De flesta blixturladd-
ningar transporterar negativa laddningar till jordytan och positiva laddningar
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Figur 3.1: Varje askvéder for stora méngder laddning mellan jordytan och
jonosfiaren, som ger upphov till en strom av fria joner genom atmosfaren i de

delar som har vackert vider. "Vackert-vider-strommen” har ungefir tatheten
2pA/m?.

till jonosfaren, vilket leder till en laddningsseparation. Detta ger upphov till
en spanning, och diarmed ett elektriskt filt, mellan jordytan och jonosféren.
Vid jordytan har detta uppmétts till ca 130 V/m.

Eftersom atmosfiaren innehaller en del fria joner har den en viss lednings-
formaga, som med det givna elektriska faltet ger upphov till en stromtéthet
som uppmiitts till ca 2pA/m?. Med det givna elektriska filtet vid jordytan
finner vi den ungeférliga ledningsformagan

J 2 10712

TET 130

Jonkoncentrationen och diarmed ledningsférmagan varierar med manga tio-
potenser beroende pa vilken hojd 6ver jordytan som betraktas. Avstandet
mellan jordytan och jonosfaren &ar ca 100 km, men resistansen domineras av
ett omrade pa ca 7km nirmast jordytan som kallas for troposfiaren, och som
har vésentligt lidgre jonkoncentration &n de ovanliggande lagren. Eftersom
jorden har en radie a pa ca 6400 km, kan vi betrakta detta omrade som bara
ett tunt skal pa jordytan, dér strommen gar i radiens riktning. For att ta
hénsyn till att ledningsférmagan varierar &ven inom troposfiaren, berdknar vi
resistansen genom en seriekoppling av flera sfariska skal,

R_/H dv 1 /Hdh
Jo o(h)dnrr  4ma? J, o(h)
dar vi bortser fran att radien r ~ a {or skalen egentligen varierar med hdjden
h, och anvinder H =~ 7km som yttre grins for troposfaren. Métningar visar

S/m=15-10""S/m
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att konduktiviteten beror ungefdar exponentiellt pa héjden h, och ar ca 10
ganger storre vid h = H &n vid jordytan. Detta ger ett ungefarligt beroende

o(h) = gol0"" = g IO

Integralen ovan ges darfor av

H
/H ﬂ — /H dh _ —H o In(10)h/H
o o(h) o 0qen(0r/H 00 In(10) 0
H

H
= (1 —e M9) 04—
aoln(10)< © ) =0 o

Atmosfirens resistans kan da uppskattas med

R OAH/00 _ 0.4-7-10°
T 4ma® 1510~ 1447(6.4 - 106)

5 Q= 3600

Noggrannare rakningar och métningar (som bland annat tar hansyn till att
det finns bergsomraden med tunnare troposfar som ger betydligt mindre
resistans) visar att resistansen snarare dr ca 230 ). Vi ser att vi med ganska
enkla overldggningar har kommit hyfsat néra detta viarde. Hade vi inte antagit
att ledningsférmagan varierade exponentiellt, utan anvint viardet o = 1.5 -
1071 S/m oavsett hojd (dvs latit bli korrektionsfaktorn 0.4 ovan), hade vi
fatt vardet R ~ 900 (2.

Den som vill lasa mer om elektriska egenskaper hos atmosfiren rekom-

menderas att ta en titt i volym 2, kapitel 9, av Feynmans foreldsningar i
fysik [7].

3.3.3 Kontaktresistans i hjartstartarelektroder

Hjartflimmer &r ett livshotande tillstand som kan hévas genom en stark
strompuls genom hjartat. Pa offentliga platser finns det numera ofta sa kalla-
de hjértstartare eller defibrillatorer, se figur 3.2. Denna kopplas till 6verkrop-
pen genom tva elektroder, som kan ses som metallplattor med yta A ~ 1 dm?
som ldggs mot huden, sa att den strom som gar genom dem passerar hjér-
tat. For att forbattra kontakten med huden anvénds ofta en gel, med ty-
pisk ledningsférméaga o ~ 50mS/m och tjocklek d ~ 0.5 mm. Detta leder
till en kontaktresistans for overgangen mellan elektroden och kroppen pa
R =4d/(cA) ~05-1073/(50 - 1073 - 0.12) Q = 19, som ska jamforas med
overkroppens typiska resistans pa 25-150 (2. Utan gelen uppstar latt en kon-
taktresistans jamforbar med kroppens egen resistans, och strémpulsens effekt
kan da till avsevéird del utvecklas nara huden, med risk fér brannskador.
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Figur 3.2: Hjartstartare i entrén till E-huset, Lunds universitet.

3.4 Resistans och elektrostatik

Formeln for resistansen av en rak cylinder bestaende av ett material med
ledningsformaga o och godtycklig tvarsnittsyta ar

_t
gA

déar ¢ ar langden av cylindern och A ar dess tvérsnittsyta. Men vad ar det
som gor att denna formel ger rétt resultat? Hur ska man berdkna resistansen
om geometrin inte ar fullt sa enkel? Vi borjar med att betrakta en ganska
godtycklig geometri enligt nedan.

R

ledande
material
o(r)
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Vi har infort tva anslutningar a och b, och mellan dem finns en kropp med en
viss ledningsformaga o, som mycket vél kan variera beroende pa var i kroppen
vi tittar. Detta betecknas med o(r) i figuren ovan. Resistansen definieras som
kvoten mellan spanning och strom enligt

Vg — Uy

R:

iab

Problemet bestar nu i att givet potentialskillnaden v, = v, — v, berdkna
strommen 7., alternativt givet strommen 7,5, berédkna potentialskillnaden vy,.
Resistansen fas sedan som kvoten mellan dessa.

Spanningen dr direkt relaterad till det elektriska faltet genom kurvinte-

gralen
Py

Vg — Up = E-dr
P,

och strommen kan berédknas fran det elektriska faltet genom en ytintegral

och Ohms lag:
iab:/J-endS:/aE-endS
S S

dar ytan S ar en godtycklig tvarsnittsyta genom vilken hela stréommen passe-
rar. Denna kan antingen finnas tatt intill nagon av anslutningarna a eller b,
eller inuti volymen med det ledande materialet. Det viktiga ar att all strom
ska passera ytan, ingenting far slinka forbi pa sidan.

Slutsatsen ar att vi kan berdkna alla 6nskade storheter om det elektriska
féltet &r givet. Vi kan berékna det elektriska filtet genom att 16sa Maxwells
ekvationer,

0B
E=——
V x By
oD
H=—

V x 5 +J

Problemet &r att det vanligtvis inte ar sérskilt latt att 1osa dessa ekvationer.
De fysikaliska fenomen vi vill modellera sker dock vanligtvis pa en sa liten
skala, att vi inte behdver 16sa ekvationerna fullsténdigt. Som vi diskuterade
i avsnitt 1.6 pa sidan 25, sa ar det mojligt att forsumma tidsderivatorna i
Maxwells ekvationer om vi betraktar tillrackligt sma volymer.

Om vi féorsummar tidsderivatorna i Maxwells ekvationer, tar divergensen
av den undre ekvationen och utnyttjar att V- (V x H) = 0 for alla vektorfélt
H | sa reduceras Maxwells ekvationer i statikgransen till

VxE=0 V-J=0
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Den forsta ekvationen, V x E = 0, uttrycker att det statiska elektriska faltet
ar rotationsfritt. Detta kan formuleras pa en rad ekvivalenta satt:

VxE=0 <+— j{E-drzo <— F=-Vv
c

dér den slutna kurvan C dr godtycklig.? Den sista ekvationen siger att ett
statiskt elektriskt falt kan skrivas som en gradient av en skaldr funktion v,
som kallas for den elektriska potentialen. Eftersom det elektriska faltet endast
ar derivatan av det skalédra faltet v(r), kan vi addera en godtycklig konstant
vp till potentialen utan att dndra det elektriska féltet. Detta svarar mot den
frihet vi har att vélja referensnod i ett givet kretsschema som analyseras
med nodanalys. Vanligtvis viljs konstanten vy sa att potentialen i "oéndlig-
heten”, dvs langt bort fran den struktur vi modellerar, &r noll. Beroende pa
problemstéllning kan andra val ocksa férekomma.

3.5 Resistansberakning med dator

Da resistansberdkningen ska goéras med dator, visar det sig att det ar repre-
sentationen E = —Vv som enklast ger en 16sning. Genom det faktum att
strommarna ska vara divergensfria far vi da namligen ekvationen

V- J=V.[-o(r)Vu] =0

Detta ar en ekvation i v som &r enkel att 16sa i en dator med till exempel
en numerisk metod som heter finita elementmetoden, forkortat FEM. Det
ar dessutom en mycket vanlig ekvation i fysiken, och modellerar forutom
elektrisk strom &dven varmeledning, mekaniska spédnningar och strommande
vatskor. For den matematiskt intresserade kan ndmnas att det ar en sa kallad

2Den forsta ekvivalenspilen &r sann endast om vi betraktar enkelt sammanhéngande
omréaden. Ett omrade &r enkelt ssmmanhéngande om alla slutna kurvor C kan deformeras
till en punkt (som ett gummiband som drar ihop sig), dvs ett enkelt sammanhéngande
omraden har inte nagra "hal” i sig. Omradet till vinster nedan &r enkelt sammanhéngande,
medan det till héger inte &r det.
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elliptisk partiell differentialekvation, som har manga goda och intressanta
egenskaper. I omraden dir o #r konstant, far vi Laplaces ekvation VZv = 0.
Mer om partiella differentialekvationer finns att lésa i [1,6,20].

For att datorn ska kunna l6sa problemet, dvs bestdmma potentialen v som
funktion av rumsvariablerna (z,y, z) = 7, behéver den, féorutom information
om hur ledningsférmagan beror pa r, d&ven veta nagot om randvillkoren, dvs
hur ska stréom och potential bete sig runt randen av berdkningsomradet.

Det visar sig att det rdcker med att ange att potentialen i anslutning a
ska vara v(P,) = v, och potentialen i anslutning b ska vara v(P,) = vy, samt
att ingen strom ska ldmna omradet i Gvrigt, dvs

J(r)-e,(r)=oc(r)E(r)-e,(r) = —o(r)e,(r)  Vo(r) =0

i varje punkt r langs randen av kroppen. Lagg mérke till att alla storheter,
inklusive ytnormalen e,, i allménhet varierar beroende pa vilken punkt 7 i
rummet vi betraktar.

Det finns hela bocker som behandlar fysikmodellering med FEM [16]. Hér
ges endast ett sammanfattande schema, som kan vara till stod da lasaren gor
egna simuleringar med fardiga programpaket.
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1. Sétt upp geometri och materialegenskaper, o(7).

2. Sétt upp randvillkor: potentialen v sétts till v, respektive v, vid an-
slutningarna (péalagd spénning), J - e, = —o(r)e,, - Vv = 0 vid dvriga
begransningsytor (inget utflode av strom).

3. Lat datorn 16sa ekvationen V - [—o(r)Vv] = 0 1 omradet. Ovanstaende
randvillkor &r tillrackliga for att garantera en entydig 16sning.

4. Kontrollera rimligheten hos l6sningen genom att lata datorn rita en
faltbild.

5. Berikna strommen genom i, = fSa J-e,dS = fSa[—a(r)Vv] e, dsS,
som méter strommen genom anslutning a. Enhetsnormalen e,, i denna
integral ska peka i referensriktningen for strommen, dvs fran anslut-
ningen in i komponenten.

6. Resistansen ar R = (v, — vp) /iqp-

I ovanstaende schema diskuterar vi inte praktiska problem som att det ofta ar
nodvandigt att kontrollera att berdkningen har konvergerat etc. Lagg dock
maérke till vikten av att kontrollera rimligheten hos losningen. Ingen sann
forskare eller ingenjor far forbiga detta steg!

Exempel: I figurerna nedan demonstreras hur utformningen av anslutning-
arna a och b paverkar stromfordelningen och dérmed resistansen for en given
geometri. Pilarna visar strommens storlek och riktning, medan de heldragna
kurvorna dr ekvipotentiallinjer (kurvor dar potentialen &r konstant). Notera
att strommen alltid skir ekvipotentiallinjerna i rat vinkel.

T O S
T O O
T O G O O O
T O T T
O O S O
O O O
O O O
T O T
T O O O
~

I figuren till vénster bestar anslutningarna av hela de vertikala kanterna.
Resultatet ar en likformig stromférdelning i kroppen, som har konstant led-

ningsformaga. Detta ar typexemplet pa ett fall dér resistansen kan berédknas
med formeln ¢/(c A).
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I figuren i mitten bestar anslutningarna istéillet av de ellipsformade in-
buktningarna pa respektive sida. Detta gor att strommen inuti kroppen har
olika storlek och riktning beroende pa vilken punkt i kroppen som betrak-
tas. I figuren langst till hoger &r faltpilarna normerade sa att endast féltets
riktning avbildas. Med datorns hjilp kan vi berdkna resistansen enligt det
ovanstaende schemat. Resultatet ar att R = 1.39R,, dar Ry betecknar resi-
stansen for kroppen till vénster. O

3.6 Resistansberakning for hand

For enkla geometrier kan rékningarna genomforas for hand. I allménhet &r
schemat likt det for datorberdkningar, fast det ar oftast enklare att ansatta
en strom istéllet for en spanning. Detta beror pa att metoden bygger pa att
gissa hur filten beter sig, och det &r oftast mer intuitivt att gissa strommens
uppforande.

1. Ansétt en strom i, fran anslutning a till anslutning b.

2. Rita faltbild. Lagg marke till symmetrier, som kan ge férenklande an-
taganden om strommens uppforande.

3. Berdkna stromtétheten, till exempel fran det faktum att for varje yta
S blir integralerna f ¢ J - €, dS lika med iy, om bara all strom passerar
ytan S.

4. Berikna potentialskillnaden genom v, — v, = | é:f’ E-dr=| é:f’ %J ~dr.
5. Resistansen ar R = (v, — vp) /iqp-

I schemat ovan kan det inte nog betonas vikten av steg 2. Genom att rita
en faltbild far vi en bild av hur det elektriska faltet ser ut, och kan ofta gora
forenklande antaganden fran symmetrier. Vi ska déarfor forst kort studera hur
sadana féaltbilder kan skapas.

3.6.1 Konsten att rita faltbilder

I detta avsnitt ska vi visa hur det pa ett enkelt sitt gar att skaffa sig en
ungefarlig bild av det elektriska faltets utseende.

Det som framfor allt bor framkomma av en faltbild &r faltets ungefarliga
riktning, storleken &r ofta svar att uppskatta. Vi tar nedanstaende geometri
som exempel, dar de svarta ytorna dr metaller och det graa omradet har en
konstant ledningsférmaga o.
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Vi bérjar med att konstatera att eftersom det elektriska féltet ar en gradient,
E = —Vuv, sa maste det elektriska filtet vara vinkelrdtt mot ytor som har
konstant potential (typiskt metallytor). Detta eftersom gradienten —Vv méter
i vilken riktning som funktionen v avtar snabbast (se till exempel [17, s. 81—
82]). Alltsé ska filtet peka rakt ut fran metallanslutningarna, och vara riktat
bort fran den anslutning som har hogre potential. Vi antar att v, > vy, och
far

Nésta steg ar att sammanldnka dessa pilar med nagorlunda jamna kurvor,
och beakta att inga av dessa far skdra varandra eller randen till omradet. Att
kurvorna inte far skira varandra beror pa att det maste finnas en entydig
stromriktning i varje punkt, och att de inte far skira randen ar randvillkoret
J - e, = 0. Vi far slutligen nedanstaende bild,
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Givetvis kan inte detta leda till mer &n approximativa bilder, men de &r &nda
vardefulla for att fa en intuitiv kdnsla for fysiken i problemet.

3.6.2 Resistans for ett ratblock

Vi ska nu visa hur man kan fa fram den formel (3.1) for resistans hos en cy-
lindrisk geometri som vi startade detta kapitel med. Vi betraktar ett ratblock
med konstant ledningsforméaga o enligt nedan, dar vi har metallanslutningar
pa dndarna och har skissat hur det elektriska féltet ser ut.

//"'A'
: R —_— . — R
| - I
I : ! /
‘ I
|
| | |
> > | - -
a o—— : | | ———oh
I
| | |
I
| — _— —‘b R —
A
- P
o e
- J,/

Langden pa ratblocket dr ¢ och tvéarsnittsytan ar A. Eftersom hela dndarna
ar belagda med metall, ar det rimligt att anta att stromtéatheten ar konstant
i ett tvarsnitt S parallellt med dndytorna, samt riktat i e,-riktningen enligt
J = J(z)e.. Stromintegralen [(J -e,dS = [;J(2)e.-e.dS = J(z)A &r da
lika med 74, oavsett vid vilken koordinat z som tvéarsnittet laggs. Vi far da
den konstanta stromtéatheten
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vilket ger spanningen

¢ ‘ .

1
Ua—UbZ/ E-dr:/—Joez-ezdz:ﬁﬁzzabg
2=0 00 o cA

Detta ger slutligen resistansen

Vg — Up 14
iab cA

R:

Man kan fa fram denna formel mycket snabbare, men vi har gjort dessa
rakningar ganska utforligt for att demonstrera den generella metoden.

3.6.3 Resistans for en koaxialkabel

En koaxialkabel bestar av tva langa ledare. Bestam resistansen 6ver en lingd
¢ for en cylindrisk koaxialkabel fylld med ett material med ledningsformaga
o. Lat innerledarens radie vara a och ytterledarens radie b

B

Y

Stromtéatheten ar i radiell riktning fran inner- till ytterledaren och avtar med
avstandet fran innerledaren och kan skrivas

J(r)=J(r)e,,.

Integrera stromtéatheten 6ver en cylinderyta med radie r,

1= / J(ro)e,. - e, .dS = J(re)2mrl
S
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for att bestamma J(r.) = i/(27r.f). Spanningen bestams genom att integrera
E-faltet fran inner- till ytterledare

i »  iln(b/a)
v = / E(r)-dr = / —J(ro)e,, - e, dr. = g nry, = o,

Resistansen ges slutligen av
v In(b/a)
f=7= o2mlo
och konduktansen G = 1/R per ldngdenhet i avsnitt 9.3 &r
G 270
¢ In(b/a)’

som ocksad beraknades med kretsmodeller 1 avsnitt 3.1.

3.6.4 Resistans for en sfarisk geometri

En elektrod i form av en metallisk halvsfar med radie a sdnks ned i ett storre
halvsfariskt metallskal med radie b fyllt med ett material med ledningsfor-
maga o, enligt figur nedan.

2b

o

Da spanningen v, — v, ldggs mellan halvsfarerna, uppstar stromtéatheten

Jo
J(’r):ﬁer, a<r<b

Berédkna resistansen R.
Med stromfordelningen J = Qer har vi det elektriska filtet E = J/o =
och darmed spanningen

b b
d Ji 1 Jo (1

Vg—Vp = / Edr—/—e, e,dr_JO _72”:_0{__} :_0(___
o), r o r o \a

a

J
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Den totala strommen ges av en ytintegral som omsluter hela strombanan.
Denna viljs enklast som en halvsfar med radie » = rg, dar a < rg < b.
Beteckna denna yta med S, och notera att integralen 6ver den plana gransy-
tan (e, = e,) ger noll bidrag eftersom stromflodet ar parallellt med denna
gransyta).

. J() J() JO
Zab:/J'endS: —2er'erS:_2 dS:_2 27TT(2) :27T<]0
S T=T0 - —e, dS 0 r=ro 0 ytan av en

halv sfar

Resistansen ges av

Vg — Up 1 1 1
Ry = — = - ==
’ Tab o2m (a b)
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Kapitel 4

Kapacitansberakningar

4.1 Definition av kapacitans

Kapacitans ar ett generellt begrepp, vars definition utgar fran en enkel geo-
metri med tva metallkroppar enligt nedan.

a b

Pa metallkropp a finns laddningen ¢ och pa metallkropp b finns laddningen
—q. Potentialen pa metallkropp a ar v, och potentialen pa metallkropp b
ar vy, (eftersom potentialen dr konstant pa en metallkropp behéver vi inte
precisera vilken geometrisk punkt vi menar). Kapacitansen definieras da av

q
Vg — Wy

C:

och beror endast pa metallkropparnas geometri. En vanlig fraga i samman-
hanget brukar vara "Vartér maste det vara lika mycket laddning pa bada
kropparna, ¢ och —q¢?” Ett fullstéandigt svar pa detta kréver en djupare dis-
kussion om elektrostatik, men sett fran ett kretsteoretiskt perspektiv &ar sva-
ret enkelt. Antag att respektive metallkropp ar ansluten till en elektrisk krets,
som ska ladda upp dem. Vi kan definiera en supernod som omsluter de tva
metallkropparna, diar endast anslutningar till de tva kropparna leder in och

75
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ut ur supernoden. Kirchhoffs stromlag medfér da att om nagon laddning gar
till kropp a, maste motsvarande laddning ldmna kropp b. Slutresultatet blir
lika stora laddningar med motsatt tecken pa de tva kropparna.

I kapitel 1 sades att en kapacitans kan lagra energi tillfdlligt och sedan
ldmna tillbaka den till kretsen. Vi kan nu se vad detta betyder. Nar ladd-
ningarna finns pa plats pa metallkropparna, sa paverkar de varandra genom
sina elektriska félt; de olika laddningarna attraherar varandra, men kan inte
komma i kontakt eftersom de dr bundna till respektive metallkropp. Energi
finns da upplagrad i det elektriska falt som skapas av laddningarna.

Nér vi kopplar in metallkropparna i en krets sa att det finns en lednings-
bana som laddningarna kan fardas ldngs, ser de sin chans och gar den végen i
stallet och utfor arbete i kretsen. De ldmnar da tillbaka den energi som fanns
upplagrad i det elektriska faltet mellan metallkropparna.

4.2 Plattkondensatorapproximationen

En viktig exempelgeometri ér plattkondensatorn, som bestar av tva plana
metallytor med area A pa ett visst avstand d fran varandra.

?> area A
—-q
o 7

Da en positiv laddning laggs pa den undre plattan och en negativ pa den
ovre, erhaller vi en faltbild i tvérsnittet enligt nedan.

——

L
(71\ “

/
jTX’
\ [z
x\.\.\\

Till vanster svarar pilarnas storlek och riktning mot det elektriska faltets
storlek och riktning, medan i figuren till hoger endast riktningen ar utsatt. I
bada figurerna svarar heldragna kurvorna mot ekvipotentiallinjer. Vi ser att
faltet mellan plattorna verkar vara ganska konstant, medan det finns ett mer




4.2. PLATTKONDENSATORAPPROXIMATIONEN 7

varierande (och mycket svagare) falt kring kanterna. Eftersom elektriska falt
pekar ut fran positiva laddningar och pekar in mot negativa, ar det latt att
se att mellan plattorna sa samverkar falten fran de tva plattorna, medan de
motverkar varandra utanfor. Denna observation leder oss till att betrakta en
idealiserad modell enligt nedan,

BZT

(Y
" SRERE E=0
g Sttt > {11111 Bt
+q . E-0
Vq

dér vi i den mittersta bilden skiljer pa det falt som skapas av den positiva
laddningen (svarta, fyllda pilar), och det som skapas av den negativa ladd-
ningen (graa, 6ppna pilar). Detta leder till féljande approximationer:

e Elektriska féltet ar noll utanfér omradet mellan plattorna.

e [ omradet mellan plattorna ar faltet det som skulle ges av tva oéndliga
metallplan med laddningar per ytenhet +pg och —pg, dér ps = ¢/A.

I avsnitt 4.6.3 visar vi att en platta med ytladdningstdthet pg genererar
ett elektriskt falt med styrkan £ = pg/(2¢p), riktat rakt ut fran plattan. Ef-
tersom félten fran den positiva och den negativa plattan samverkar i omradet
mellan plattorna far vi dar det totala faltet E = pg/ege,. Vi far da ocksa

snabbt v, — v, = || If "E-dr = b5d = j—i, vilket ger kapacitansen,

C = q :€0A

Vg — Up d

Denna approximation ar mycket anviandbar och hjélper oss att gora berdkn-
ingar pa enkla geometrier.

Ett allmént linjart material kan beskrivas med D = ¢pe, E, dar D ar
den elektriska flodestatheten och €, &r materialets relativa permittivitet, se
avsnitt 4.9.1. Uttryck for det elektriska féltet kan generaliseras till att gélla
for linjara material genom bytet £9 — £¢e,. Detta far bland annat effekten
att kapacitansen for en plattkondensator med ett material mellan plattorna
ar

o ¢ _ goer A

Vg — Up d

Ett vanligt sétt att oka kapacitansen for en kondensator ar att stoppa in ett
material med hog relativ permittivitet €, mellan metallytorna.
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4.3 Kapacitanser i elektriska kretsar, energi

Vi ska nu se hur en kapacitans kan beskrivas da den ingar i en elektrisk krets.
I dessa kretsar ar stréom och spanning de naturliga variablerna att beskriva
kretselementen med, medan vi hittills i detta kapitel sysslat med laddning
och spanning.

Fran definitionen av kapacitans ser vi att laddningen ges av

q=Cvy, —vp) =Cuv

vilket ger strommen

i da_ pdv

dt dt
Strommen genom en kapacitans ges alltsa av tidsderivatan av spanningen.
Sambandet : = C'dv/ dt kan ocksé skrivas v = C~* [ i dt, vilket brukar tolkas
som att en kapacitans ar "spéanningstrég”: om strommen ¢ i varje tidségonblick
ar dndlig, sa kan inte spanningen dndras momentant eftersom den &r en
integral av strémmen. Spanningen 6ver en kapacitans ar alltsa en kontinuerlig
funktion av tiden, dvs den har aldrig nagra "hopp” nér vi betraktar den som
funktion av tiden.

Vi kan nu berékna vilken energi som faktiskt ar lagrad i kapacitansen. I
ett godtyckligt kretselement kan vi berdkna den momentana effekten genom
p = vi, vilket ger energin

w(t) = / p(t) dt = / o(8)i(t) dt = / v(t)CdZit> dt

_ C/d_dt (0(32) dt = %Cv(t)z

Den upplagrade energin vid tiden ¢ ges alltsa av kvadraten av spanningen
vid samma tidpunkt, v(¢)?. Alternativt kan detta uttryckas med hjéilp av
sambandet ¢ = C'v som w(t) = 3q(t)v(t) = 3q(t)?/C.

4.4 Parallell- och seriekoppling

Vi ska nu visa hur man kan ersétta serie- och parallellkopplade kapacitanser
med en ekvivalent kapacitans. Vi borjar med parallellkopplade kapacitanser:

\ AN

O
+ iy ioy i3y

v - Cl CQ C’3

o
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Samma spénning v ligger 6ver alla kapacitanserna, vilket leder till att strom-
marna blir

dv

— O —
(41 1dt
dv

= C,—
2=y
dv

= Ch—
13 3dt

Kirchhoffs stromlag ger att den totala strommen &r

dv

i:i1+i2+i3:(01+02+03)dt

dvs vid parallellkoppling ges den ekvivalenta kapacitansen av

Coy = C1 + Ca + C5|

Vid seriekoppling har vi i stéllet nedanstaende arrangemang;:

4 Cy Cs

. | || ||
a °b
+1- +1- +11-

U1 V2 U3

Héar gar samma strom genom alla kapacitanserna, och vi far delspanningarna

1
Ulza/ldt

1
=— [ idt
(%) 02 7
1
=— [ idt
U3 03 7

och Kirchhoffs spanningslag ger att totala spanningen v, — v, = v ar

1 1 1
UZUl+U2+U3:<F+5+€)/idt
1 2 3

dvs vid seriekoppling ges den ekvivalenta kapacitansen av
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Generaliseringen av dessa uttryck for parallell- och seriekoppling av kapaci-
tanser fran tre till godtyckligt antal &r uppenbar.

Kommentar: Lagg marke till att parallell- och seriekopplade kapacitan-
ser wnte beter sig som parallell- och seriekopplade resistanser, utan snarare
“tvartom”. En enkel motivering till att kapacitanserna ska adderas vid paral-
lellkoppling &r att man fran formeln C' = g9A/d ser att det svarar mot att
addera ytorna pa metallplattorna, om kapacitansen modellerar en plattkon-
densator.

Exempel: Bestdm kapacitansen for en plattkondensator som bestar av tva
plana metallytor med area A och &r fylld med tva dielektriska skivor med
relativ permittivitet €., och tjocklek d,, for n =1, 2.

Vi kan betrakta plattkondensatorn som tva seriekopplade kapacitanser med

€0ErnA
Cn=
dn
Den totala kapacitansen ges av
8. 1 1 E()A
L + L T dy ~ di | dy
Cl 02 €O€r1A EoErQA Erl Er2

O

Exempel: En koaxialkabel bestar av tva langa ledare och har dédrmed en
kapacitans per lidngdenhet. Bestdm kapacitansen per lingdenhet for en cy-
lindrisk koaxialkabel med innerledarens radie a och ytterledarens radie b.
Antag att materialet mellan ledarna har relativ permittivitet e,.
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2b

Dela upp omradet mellan ledarna i cylindriska skal med infinitesimal tjocklek
dr.. Skalens kapacitans ges av plattkondensatorapproximationen med invers

o1y = e

o 27,

Skalen ar seriekopplade sa den totala kapacitansen ges av integralen

1= / d(c1) = /ab dre L i = — —@v/a)

goe 2, - goel2m goe 2T

och darmed kapacitans per ldngdenhet

g _ E0&:2T
¢ 1In(b/a)

se ocksa avsnitt 4.7 fér motsvarande berdkning med elektriska falt och av-
snitt 9.3 for transmissionsledningar. O

4.5 Kombinerad kapacitans och resistans

Det ar mycket séllan som ett material kan anses vara en perfekt isolator,
dvs ledningsférmagan o = 0. For att beskriva de elektriska egenskaperna
hos de flesta material maste vi ta hansyn bade till ledningsféormagan o och
relativa permittiviteten e,. Ett typiskt exempel &r att det manga ganger inte
ar tillrdckligt att modellera en fysisk kondensator med bara en kapacitans.
Ofta maste vi ocksa ta med en parallellkopplad resistans.

-

€& O =
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Om komponenten ar konstruerad for att huvudsakligen fungera som en kapa-

citans, brukar R kallas for lackresistans och ar ett parasitelement, dvs nagot

som vi inte vill ha men maste acceptera att det finns pa grund av fysiken.
For att berdkna C' och R {6ljs samma schema som vi anvént tidigare. For

plattkondensatorn erhalls till exempel

806’}14 d

h - =
¥ och R A

Fran dessa ekvationer syns att produkten RC' &r lika med g, /0, oberoende
av kondensatorns matt A och d. Det gar att visa att detta géller for alla
geometrier, och beviset bygger pa att det elektriska faltet har precis samma
utseende vare sig vi vill berdkna R eller C.

Produkten RC har enheten tid, och ar ett matt pa hur snabbt kapacitan-
sen C' laddas ur genom resistansen R. I kapitel 6 visar vi att tidsvariationen
av spinningen 6ver kondensatorn kan skrivas v(t) = wvge /(B dir vy &r
spanningen vid tiden noll, forutsatt att den inte &r sammankopplad med
andra komponenter.

I 4nnu noggrannare modeller av kondensatorn kan man lagga till en resi-
stans i serie som modellerar att det finns en viss resistans i ledningstradarna,
och med en induktans i serie kan man modellera att dessa tradar d&ven skapar
ett visst magnetfélt, se tabell 1.2 pa sidan 23. P4 motsvarande siatt dyker det
ofta upp sa kallade strokapacitanser i verkliga kretsar, till exempel mellan
tva ledningsbanor som ar avsedda att vara isolerade fran varandra. Detta
ar sarskilt vanligt for hoga frekvenser, och en viktig uppgift for elektronik-
konstruktoren ar att designa kretsar sa att forekomsten av strokapacitaner
minimeras.

Verkliga komponenter forses ocksa med olika former av hallfasthetskrav.
Till exempel far man inte lagga pa sa stark spanning att man far en blixtur-
laddning mellan metallskivorna (spénningstalighet), endast vissa tempera-
turomraden é&r tillatna (temperaturtalighet), och det finns ofta en 6vre gréns
for hur snabba pulser som kan tillatas (pulstalighet).

C:

Exempel: Huruvida de kapacitiva eller resistiva egenskaperna ar de vikti-
gaste beror ofta pa tillimpningen. Elektroderna till hjartstartaren som dis-
kuterades pa sidan 62 har dven kapacitiva egenskaper, och vi undersoker
hér om dessa egenskaper paverkar hjirtstartarens funktion eller inte. Om
vi antar att gelen som anvinds for att minska kontakten mellan elektro-
den och huden har en relativ permittivitet €, ~ 5, erhaller vi en kapacitans
C = ge9A/d ~ 5-8.854-1071%-0.1%2/(0.5 - 1073) ~ 1nF. Med en kontakt-
resistans pa R ~ 1) ger detta en tidskonstant pa RC' ~ 1ns. En typisk
urladdning av hjartstartaren ar i storleksordning millisekunder, vilket visar
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att de kapacitiva egenskaperna for elektroderna till stor del &r forsumbara i
denna tillampning, sa linge gelen ger en lag kontaktresistans. U

Exempel: Treratblock med permittiviteter € 5 3, konduktiviteter oy 5 3 och
bredder /¢, 5 3 &ér placerade mellan tva metallskivor a och b. Avstandet mellan
plattorna ar d, och alla ratblock har langden /.

oa

b

Réatblocken kan ersdttas med en kretsmodell. De tre ratblocken ar parallell-
kopplade eftersom de &r anslutna till samma metallytor (samma spanning).
Respektive ratblock bestar av en resistans parallellkopplad med en kapaci-
tans.

Ry (G — Ry Co —— R3 Cs _—_—
b
Respektive resistans och kapacitans ges av formler for resistans for en lang rak

trad respektive en plattkondensator, eftersom det elektriska féltet ar konstant
genom respektive ratblock och riktat i normalriktningen mellan plattorna.

d d d
! Ulglgo 2 0'26260 3 0'36360
Cl _ €1€1€0 6'2 _ 5262&) 03 _ 53@360

d d d
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Den totala tidskonstanten for denna koppling ges av produkten RC', déar den
totala parallellkopplade resistansen och kapacitansen ges av

B 1 B d/ly

B 1/R1 + 1/R2 -+ 1/R3 n 0'161 + 0'262 +0'3£3

R
lo
C = Cl + CQ + 03 = E (6151 + 6242 + 8363)

Vi ser att den totala tidskonstanten

8161 + 8262 + 8363
0'161 + 0'262 + 0'363

RC =

inte beror pa d eller {,, utan bara pa permittiviteter e, och konduktiviteter
o, viktade med langderna /¢,,. O

4.6 Kanoniska laddningsfordelningar

Vi ska nu kort studera det elektriska falt som skapas av nagra viktiga ladd-
ningsfordelningar. Vart framsta redskap for detta dndamal &r Gauss lag i
ellaran. For att diskutera Gauss lag behover vi faltet D, som kallas for den
elektriska flodestdtheten, eller ibland det elektriska forskjutningsfiltet. Detta
ar ett falt som beskriver det elektriska "flodet” fran laddningar, och i vakuum
galler

D = €0E

dér ey ar permittiviteten i vakuum. Den elektriska flodestéatheten D i vakuum
ar alltsa proportionell mot det elektriska faltet E pa samma sitt som strom-
tatheten J ofta modelleras genom Ohms lag, J = o E. Det ar ofta fruktbart
att tdnka pa D-filtet (eller mer precist, dess tidsderivata) som en strom, och
vi kommer diskutera det vidare i avsnitt 4.9. For linjara material géiller att
D = ege,. FE, dir materialkonstanten ¢, ar den relativa permittiviteten for
materialet. Mer om detta foljer i avsnitt 4.9.
Pa differentialform skrivs Gauss lag

V-D=p

dar p ar laddningstéatheten. Detta visar pa en viktig skillnad mellan D och
J, niamligen att divergensen av J ér noll,! V-J = 0, medan den inte nédvin-
digtvis ar det for D. Divergensen av D ér skild fran noll precis déar det finns

P4 grund av kontinuitetsekvationen V-J+dp/0t = 0 si dr divergensen av J visserligen
inte noll d& laddningstitheten varierar, dp/dt # 0, men vi betraktar bara den statiska
situationen dp/dt = 0 hir.
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elektrisk laddning, dvs dér p # 0. Genom att integrera ekvationen V- D = p
over en volym V med randyta S och utnyttja att fv V-DdV = fs D-e,dS
(se bilaga E), erhaller vi integralformen

fD-endS:q
S

dar ¢ = fv pdV svarar mot totala laddningen i volymen V. Detta ar den
form av Gauss lag som vi kommer att utnyttja mest.

Vara rédkningar nedan kommer att vara idealiserade fall, som endast utgor
modeller av verkliga laddningsférdelningar. De &r dock viktiga som redskap
for att uppskatta faltstyrkor.

Kommentar: Observera att Gauss lag &r ett uttalande om hur en ytin-
tegral av det elektriska faltet forhaller sig till den inneslutna laddningen,
medan Gauss sats dr en matematisk sats som sédger att volymintegralen av
en divergens kan skrivas som en ytintegral.

4.6.1 Punktladdning

Flodet fran en punktladdning i origo kan av sym- D = D(r)e,
metriskdl endast vara riktat i radiens riktning och

endast bero pa avstandet fran origo (vi betecknar
ortsvektorn med r = (z,y, 2)), aI &
D(r) = D(r)e,, darr=|r|=+/22+y?+ 22 v

Om vi valjer ytan S till en sfar med centrum i origo
och godtycklig radie a, sa ger Gauss lag

q= f D.e,dS = j{ D(r)e,-e,dS = D(a)4ra®
S r=a ~—

=1

och vi far D(a) = q/(4wa?), dvs

D(r) = —473T26r, r=/2? 4+ y? 4 22

precis som vi forvintar oss fran en punktladdning. Sarskilt ser vi att féltet
avtar som avstandet i kvadrat. Forutsatt att vi befinner oss i vakuum, ges
nu det elektriska féltet av

= eT
€0 dreqr?
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vilket 4r den vilbekanta formeln for det elektriska faltet fran en punktladd-
ning.

Kommentar: Det ar ibland 6nskvart att kunna skriva upp féltet fran en
punktladdning som inte ligger i origo. Om laddningen ligger i en punkt rq =
(%0, Yo, 20), s& observerar vi forst att vektorn r — ry pekar fran ortsvektorn
r¢ till ortsvektorn 7, med enhetsvektorn (r —rg)/|r — ro|. Féltet fran denna
punktladdning &r da

E('r)_ q r—"T o q T —"7To
Cdmeglr — o2 — o] dmeg |1 — 73
q (15—37071/_9072_20)

~ dney [(z —20)2 + (y — y0)2 + (2 — 20)2]3/2

dér vi skrivit ut den kartesiska representationen av vektorn i sista ledet.

4.6.2 Linjeladdning

Vi tanker oss nu en oéndligt lang metallstang langs z-axeln. Pa staven finns
en viss laddning, jamnt fordelad sa att pa varje striacka med lingden ¢ finns
en laddning ¢, si att laddningen per langdenhet ar q/¢ = py. Detta &r en
idealiserad laddningsférdelning som inte kan realiseras; eftersom stangen ar
oandligt lang finns det, totalt sett, odndligt mycket laddning pa den. For varje
andlig langd ¢ finns det dock bara en begransad laddning, och linjeladdningen
kan vara en god approximation for geometrier som ar mycket utstrickta i en
riktning.

Fran var kinnedom om féltet fran en punktladdning i féregaende avsnitt,
vet vi att det elektriska féltet pekar bort fran (positiva) laddningar. Av sym-
metriskil kan féltet fran en linjeladdning bara peka rakt ut fran z-axeln, och
bara bero pa avstandet fran densamma,

D(r) = D(r.)e,,, darr.=/x%+ y? ar avstandet fran z-axeln

vilket kan illustreras enligt nedan (dtminstone vad géller riktningen péa féltet)
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Om vi nu omsluter stangen med en cylinderyta S, centrerad kring z-axeln
och med radie a och langd ¢, far vi

q= ?{ D.e,dS = / D(r.) e, - e, dS = D(a)l2ma
S re=a S

:IeTc|2:1

Observera att vi inte far nagot bidrag fran cylinderns dndytor, eftersom yt-
normalen till dessa pekar i z-riktningen medan féltet pekar i xy-planet: skalér-
produkten D - e, &r alltsa identiskt noll pa dessa ytor, och vi far bara ett
bidrag fran mantelytan. Detta ger D(a) = alt — oy

2ma 2ma’
Pe 5 3
D(T) = . €r., Te= r? + y2

Vi ser att faltet fran en linjeladdning med laddning per langdenhet p, avtar
som ett genom avstandet. Om vi befinner oss i vakuum ges det elektriska
faltet liksom tidigare av E = D /ey.

4.6.3 Ytladdning

Slutligen studerar vi en odndligt stor metallplatta i planet z = 0. Pa planet
finns en viss laddning, jamnt férdelad sa att pa en yta A finns laddningen ¢,
s& att laddningen per ytenhet blir /A = pg.? Liksom tidigare konstaterar vi
att det elektriska filtet ska peka bort fran (positiva) laddningar, och déarfor
kan av symmetriskal filtet bara peka i z-riktningen, och bara bero pa z-
koordinaten. Vi formulerar detta matematiskt genom

Symmetri ger ocksa att D(—z) = —D(z), s att vi har nedanstaende faltbild:

€n1 = €;

l S
g

D

€n2 = —€;

2Index ”S” star for “surface”, vilket dr standardbeteckning i engelsksprakig litteratur.
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dér vi bara ritat in tva faltpilar for D-féltet. Gauss lag ger nu att laddningen
q pa den yta A av metallplanet som ryms innanfér ytan S i figuren ges av

q= 7§D ce,dS = / D(z) € e ds + / D(—z)e. - (—e,)dS

Svre ytan =le.|2=1 undre ytan =—le;|2=-1

=D(2)A—D(—2)A=2D(2)A

Hér har vi utnyttjat att skalarprodukten D - e, ar skild fran noll endast pa
den 6vre och undre ytan. Detta ger D(z) = q/(2A) = ps/2 da z > 0, dvs

z>0

D(r) Z{ (iez) Yy <0

Vi ser att filtet fran ett odndligt plan med laddning per ytenhet pg ej varierar
med avstandet z fran ytan. An en gang ges det elektriska faltet i vakuum av
E= D/So.

ST

4.6.4 Kraft pa kondensatorplatta, virtuella arbetets
princip

Vi har i avsnitt 4.3 sett att den upplagrade energin i en kondensator kan
uttryckas med hjélp av kapacitansen C. Vi kan da beridkna vilken kraft som
de tva kondensatorplattorna paverkar varandra med genom virtuella arbetets
princip. Vi diskuterar denna princip for fallet med en plattkondensator.

Virtuella arbetets princip gar ut pa att den energi som utvecklas vid
en liten forflyttning 6 av den ena plattan, svarar mot kraften pa plattan,
F, multiplicerad med forflyttningen, dvs F'9. Forflyttningen &r infinitesimal,
eller virtuell. Andringen i energi kan ocksa beriknas enligt dw = i%é, dér
tecknet beror pa om laddningen ¢ eller spanningen v halls konstant under
forflyttningen. Oavsett om ¢ eller v halls konstant blir svaret detsamma.
Om vi véljer energiuttrycket w = %qz /C = % ar det enklast att halla ¢
konstant, och vi drar slutsatsen

0w 0 ( q*d ) .

T 0d 0d \2e0A) T 2604 242

SHES

Resonemanget gar utmérkt att generalisera, men vi hanvisar till bocker i
mekanik for en mer fullstindig utredning [8]. For var del récker det med
principen att beloppet pa kraften kan berdknas genom att derivera uttrycket
for energin.
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4.6.5 Elektrisk dipol

Aven om vi approximerat filtet utanfor plattorna till noll i plattkondensator-
approximationen, visar det sig vara ganska enkelt att uppskatta storleken pa
det elektriska faltet utanfor plattorna. Pa nagorlunda stort avstand r fran
bada plattorna, ser ndmligen kondensatorn ut som tva laddningar 4+¢ som
ar separerade med ett avstand d. Denna laddningsférdelning kallas for en
elektrisk dipol, vars styrka betecknas p = qd. Faltet (eller snarare elektriska
potentialen v) fran en sddan dipol finns hérlett i [17, s. 197], och ges av

% €r

<.

E(r)

(2cosfe, +sinfey)| (4.1)

0 deqrs

+q+
1

—q :
dér vi anvant ett sfariskt koordinatsystem med z-axel langs med férbindnings-
linjen mellan laddningarna enligt figur till vanster. Faktorn innanfor parente-
sen ér av storleksordning ett, och beloppet av elektriska filtet kan uppskat-
tas med |E| ~ p/(4weor?). Det elektriska filt som orsakas av en kondensator
ar alltsa inte noll utanfér kondensatorn, men férhallandevis litet och avtar
snabbt med avstandet r fran kondensatorn (kom ihag att faltet fran en punkt-

laddning avtar som 1/r?, hér har vi 1/r®). Vi atervinder till dipolen i avsnitt
4.9.

4.7 Kapacitansberakningar for hand

For enkla geometrier kan rikningarna genomféras for hand. Ofta har vi sam-
ma problem som ndmnts ovan for datorrdkningarna, nadmligen att vi maste
hantera det faktum att det elektriska faltet ofta &r skilt fran noll d&ven pa
stora avstand fran metallkropparna. Plattkondensatorapproximationen, dar
vi approximerar detta "yttre falt” till noll, &r en férsta ordningens approxi-
mation, men ger samtidigt hanterbara och nyttiga uttryck. I vissa specialfall
kan man, just for handrdkningar, &nda hantera dessa yttre falt genom en del
matematiska trick.
Foljande schema kan anvéndas:

1. Ansétt en laddning ¢ pa metallkropp a och —¢ pa metallkropp b.

2. Rita faltbild. Lagg marke till symmetrier, som kan ge férenklande an-
taganden om filtets uppférande.
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3. Gor lampliga approximationer om nodvéndigt, till exempel plattkon-
densatorapproximationen.

4. Berikna elektriska faltets uppforande, till exempel fran det faktum att
for alla ytor S som omsluter metallkroppen med laddningen ¢ blir in-
tegralen 555 D - e, dS lika med q.

5. Berdkna potentialskillnaden genom v, — v, = f 12” E -dr, dir punkterna
a och b ligger pa ytan av metallkropparna.

6. Kapacitansen ér C' = ¢/(v, — ).

Pa samma sitt som med resistansberékningarna ér steg 2 mycket viktigt for
att skaffa sig en intuitiv kéinsla for hur félten beter sig. De kanoniska félt som
vi hérledde tidigare kan vara ett gott stod vid ritandet av dessa faltbilder.

Man kan ocksa anvéinda sig av parallell- och seriekoppling av kapacitanser
pa samma sitt som vid resistansberdkningar, om detta kidnns tryggare dn de
rena faltrdkningarna.

Exempel: En koaxialkabel bestar av tva langa ledare och har dédrmed en
kapacitans per langdenhet. Kapacitans ges av kvoten mellan laddning pa le-
darna och spanningen mellan ledarna (C' = g/v,p,). Vi kan ddrmed bestdmma
kapacitansen per langdenhet genom att berékna spanningen fran en laddning
pa innerledaren. Lat innerledaren ha radie a och ytterledaren radie b.

1. Ansétt en laddning ¢ pa innerledaren och —q pa ytterledaren 6ver en
léngd ¢ av koaxialkabeln.

2. Faltbilden ges av
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Up

Koaxialkabelns rotationssymmetri medfor att den elektriska flodestét-
heten D(r) ar riktad i radiens riktning e, och enbart beror pa avstan-
det r. = |r¢| (fran centrum av koaxialkabeln). Vi kan dérmed uttrycka
D som

D(r) = D(r.)e,..

3. Inga approximationer behover goras for denna geometri.

4. Anvind Gauss lag for att berdkna D fran ¢. Omslut (en lingd ¢ av)
innerledaren med en cylinderyta S med liangd ¢ och radie r.;. Gauss
lag ger

q= fD('r) cey(r)dS = / D(r.)e,, - e, dS
S mantelytan

= D(rcl)/ dS = D(rc1)2mre 1l

eftersom enbart mantelytan (r. = r.1) med area 27r.;¢ bidrar (D-e, =
0 for d&ndytorna). D ges ddrmed av

D(r) = 27rqr Jere for a<r.<b

5. Berédkna potentialskillnaden v,;, mellan ledarna genom att integrera E-
faltet (D = ¢oF) fran inner- till ytterledaren:

b b
Vah = E(r)-dr = / E(r.)e,, - ey dr.

re=a c=a

b b
q q b q b

- E c d c = d c = ———— 1 c = 1 —
/a (re) dr /a eol2mr, " 50627r[ nr }“ gol2m t a

6. Kapacitansen per langdenhet C'/¢ = q/(lv,y,) ar da

C q  e2r

é_@_lng
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4.8 Kapacitansberakningar med dator

Metodiken for att berdkna kapacitanser fran en given geometribeskrivning
ar mycket lik den som vi anvént for att berdkna resistanser. Det finns dock
en viktig skillnad: i fallet med resistanser sa kunde vi begrénsa rédkningarna
till en vél avgriansad volym dér vi hade ledningsférmagan o # 0, ty endast
dér &r filtekvationen V- J = —V - (¢Vv) = 0 av intresse, det &r ju bara dér
som det finns nagon strém.

I fallet med kapacitanser bestaende av metallkroppar i luft eller vakuum,
sa ska vi i stéllet utga fran faltekvationen V- (o E) = =V - (gVv) = 0, som
ska gilla i omradet utanfoér metallkropparna. Nollan i hogerledet till denna
ekvation uttrycker att det inte finns nagra laddningar i omradet utanfor
metallkropparna.

Men ¢, ér en naturkonstant, som aldrig blir noll (nér vi har linjira ma-
terial med i bilden ersétts eg med gye,, dér relativa permittiviteten e, beror
pa z, y och z). Detta innebér att vi maste l6sa problemet i hela det tredi-
mensionella rummet, som ar odndligt stort. Darfor far inte problemet plats
i datorn, och vi maste pa nagot satt berdtta for datorn hur den ska hantera
det som hénder utanfoér omradet dar sjélva kondensatorn sitter. Detta ar inte
ett helt enkelt problem att 16sa, och det finns manga angreppssétt.

De flesta metoder bygger pa att man kapslar in den geometri man vill simu-
lera i en stor lada enligt figuren ovan, dar man séatter lampliga randvillkor pa
ladans sidor. Eftersom faltet fran en kondensator avtar ganska snabbt med
avstandet (se tidigare uppskattning med dipolformeln) sa ar det elektriska
faltet ganska litet vid ladans sidor, och det spelar darfor ingen storre roll vad
som hénder dar.

Ett vanligt randvillkor &r att sidtta potentialen v till att vara konstant
pa den yttre ladans sidor, vilket svarar mot att kapsla in den ursprungliga
fysiska geometrin i en metallada. Har kan man ofta behova gora avvigningar
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v,
PS’\'?“Z:F/’B*1
B
Tc
2
T
/ _
ps ~ TS ps e ps ~ 1 pSNTC_I/S ,OSf\JTc_l/2

Figur 4.1: De skuggade omradena #r metall, medan vitt &r luft. Overst syns
den allménna situationen, med tva (odndligt stora) metallplan i en vinkel
£ mot varandra. Ytladdningstatheten pg (och dédrmed det elektriska filtet)
varierar typiskt med avstandet 7. fran hornet enligt de olika fallen [11, s. 78].
Lagg marke till att den sista geometrin forestéller en oéndligt tunn metall-
skiva, tjockleken har ¢verdrivits for att tydliggdra geometrin.

betraffande hur stor lada som behovs gentemot vilken numerisk noggrannhet
som onskas pa kapacitansen, fast vi tranger inte djupare in i detta &mne.

4.8.1 Laddningsfordelning pa metallytor

Hittills har vi inte sagt nagot om hur laddning fordelar sig pa en metallyta.
Grundregeln ar att laddningen fordelar sig sa att den elektriska potentialen ar
konstant pa metallytan, vilket ocksa leder till att det elektriska féaltet ar noll
inuti ledaren. I de starkt idealiserade fall vi har tittat pa hittills, har ladd-
ningen varit jimnt fordelad 6ver ytan, men sa sker vanligtvis inte. Typiskt
samlas laddningarna vid spetsar pa metallen, och flyr undan inbuktningar.
Med lite moda kan man héarleda typiska beteenden hos ytladdningstéatheten
ps pa en metallyta bestaende av tva odndliga plan som skir varandra i en
vinkel g enligt figur 4.1.
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Att laddningstédtheten &r extra stor kring metallspetsar utnyttjas till ex-
empel i kopieringsapparater och laserskrivare. Da papperet gar genom ma-
skinen laddas det ofta upp elektriskt genom friktion, denna laddning maéaste
tas bort om inte papperen ska haka i varandra. Detta sker med sma metall-
borstar, som kammar av 6verskottsladdningarna fran papperet.

Kommentar: Det gar att studera laddningsfordelningar pa en godtycklig
tvadimensionell kropp med hjélp av flickar av kaffe, vin eller annan dryck
som innehéller manga och sma partiklar [15]. Da en flick av spilld dryck tor-
kar, fastnar ofta randen i sma oregelbundenheter i underlaget. Avdunstnings-
hastigheten vid olika delar av flacken visar sig da beskrivas av samma ma-
tematiska ekvationer som elektrostatiken. Avdunstningshastigheten ar hogst
léngs randen av flacken, och ju hogre hastigheten &r, desto fler partiklar -
dar ut. Téatheten av partiklar som finns kvar ldngs randen da flacken torkat
helt blir da ett direkt matt pa hur stor laddningstatheten hade varit om vi
hade haft en metallkropp med motsvarande form. Testa sjalv! O

4.9 DMaterial, polarisation och bundna
laddningar

Vi ger i detta avsnitt en fysikalisk forklaring till hur materials vixelverkan
med elektriska falt kan beskrivas genom den relativa permittiviteten e, eller
mer generellt, polarisationen P.

I princip ar det statiska elektriska faltet helt och hallet bestamt av de
elektriska laddningarna. I praktiken &r det omdjligt att halla ordning pa al-
la laddningar, till exempel alla elektroner runt varje atom. Déarfor véljer vi
att kalla vissa laddningar for bundna och resten for fria, och infoér polari-
sationen P for att beskriva hur de fria och bundna laddningarna paverkar
flodestatheten D enligt formeln

D=c¢E+P

Detta handlar om modellering av verkliga material, vilket medfor ett visst
godtycke i vad som ska kallas polarisation och inte. I regel bakas dock alla
laddningar som tillndrmelsevis har att gora med materialbeskrivningen in i
polarisationen P, och den elektriska flodestdtheten D har endast med kil-
lorna till problemet att gora, dvs laddningar som vi i nagon man kan styra
och kontrollera.
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4.9.1 Polarisation

Vi kommer att betrakta polarisationen P som férknippad med det falt som
orsakas av att det uppstar en mangd elektriska dipoler i materialet i narvaron
av ett yttre elektriskt falt. Grundtanken ar den starkt forenklade bilden ne-
dan (som givetvis kan uttryckas mer precist men duger for att fa en intuitiv
kénsla for fenomenet polarisation).

Inget yttre elektriskt félt, tyngd- Ett yttre elektriskt falt forskjuter
punkten for positiv och negativ tyngdpunkterna for positiv och
laddning sammanfaller. negativ laddning.

Polarisationen kan upptriada pa en méangd andra sitt, bland annat genom
att redan polariserade molekyler (som vatten- eller etanolmolekylen) linjerar
upp sig langs det elektriska faltet. For mer diskussion kring vad som orsakar
polarisation i material hénvisar vi till bocker i fysik och fysikalisk kemi [2,13].

Vi ska nu definiera polarisationen lite mer kvantitativt. For en samling
elektriska laddningar definieras deras dipolmoment som

44
T4 q3
T3 q2 4
T
2 — p= Z dnTn
i =1
origo @ n
L

Man kan visa att om totalladdningen &r noll, Y ¢, = 0, sa dr dipolmomentet
oberoende av var vi lagger origo. I sin enklaste form (tva lika stora laddningar
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med motsatt tecken) kan vi da ldgga ¢1 = —¢ i origo (r; = 0) och g, = +q i
ro = de,, och far da dipolmomentet

—q +q
re = de,

= p=—qr;+qrs = qde,

i 6verensstdmmelse med var diskussion pa sidan 89.

Om vi nu betraktar en volym AV, som é&r liten i forhallande till de typis-
ka langder vi genomfor berdkningar fér, men stor nog att innehalla manga
atomer, sa kan vi definiera polarisationen P genom

2Py
Sr=par — P B2
Filtet P ar alltsa ett matt pa hur mycket elektriskt dipolmoment som finns
per volymsenhet.

4.9.2 Bunden laddning

Vi kan nu precisera begreppet bunden laddning, och borjar med att titta
pa situationen fér en plattkondensator, dér vi lagt en positiv laddning pa
den undre plattan och motsvarande negativ laddning pa den 6vre. Detta
ger upphov till ett yttre filt som paverkar atomerna i materialet mellan
plattorna.

| <— positiv bunden laddning
’ i i ! ’ } e nettoladdning noll
L <— negativ bunden laddning

F + + + + + +

Omradet innanfér den streckade linjen har totalladdning noll, medan det
finns ett 6verskott av negativ laddning fran materialet vid den positivt lad-
dade metallplattan och ett 6verskott av positiv laddning fran materialet vid
den negativt laddade plattan. Kvantitativt kan vi uttrycka detta som

V-P=—p, eller %P-endS: —qp
S
déar p, ar bunden laddning per volymsenhet, och ¢, ar den bundna laddning

som finns innanfor den slutna ytan S. Vi anvénder index p for att betona att
laddningen har sitt ursprung i polarisationen.
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Den bundna laddningen vid respektive platta ger upphov till ett elektriskt
falt som motverkar det elektriska félt som laddningarna pa metallplattan ger
upphov till. Nér vi for in ett material mellan plattorna minskar alltsa den
totala elektriska faltstyrkan nagot och spéanningen mellan plattorna sjunker.

Kommentar: Manga har ofta problem med att acceptera minustecknet
i definitionen av bunden laddning, men har inga problem med den gra-
fiska bilden av laddningarna i kondensatorn, dvs att det ska vara positiv
bunden laddning vid den negativt laddade metallplattan. Ett annat sétt
att se pa matematiken ar foljande. Om vi infér en koordinat z med refe-
rensriktning fran den positiva plattan till den negativa, kan vi inféra en
funktion P(z) enligt P = P(z)e,. Detta leder till divergensen V - P =
(egga%c + eya% + ez(.%) -P(z)e, = 81;22). I figuren nedan plottar vi funktionen
P(z) och markerar tecknen pa derivator och den bundna laddningstatheten
pp (som vi identifierade i den forra figuren).

P(z)

-z
oP oP

— >0 — <0

0z 0z

pp <0 pp >0

Aven om det egentligen krivs distributionsteori for att derivera en diskon-
tinuerlig funktion, sa ar det atminstone tydligt att derivatan &r positiv vid
den undre plattan eftersom funktionen Okar, samt att derivatan &r negativ
vid den 6vre plattan eftersom funktionen avtar. Eftersom derivatan har mot-
satt tecken mot den bundna laddningen, far vi ddrmed en motivering till
minustecknet i V- P = —p,,.

4.9.3 Fri laddning, permittivitet

Det statiska elektriska faltet ar helt och héallet bestamt av de elektriska ladd-
ningarna, pa sa sitt att dess divergens ar

V- (e0E) = prot

dar pyoy betecknar volymtatheten av alla laddningar, inklusive de som é&r
bundna till atomer och molekyler. Att denna ekvation maste gélla inses ge-
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nom att ténka efter hur Gauss lag ser ut i vakuum om vi har (d&tminstone
teoretisk) kiinnedom om alla laddningar.

Néar vi nu har infort en storhet P for att hantera de bundna laddning-
arna, forefaller det naturligt att kalla de aterstaende laddningarna for fria
laddningar, som kan betraktas som kéllor till vart problem. For ett allmént
material definieras den elektriska flodestatheten D enligt

D=c¢E+P

Denna definition medfor att divergensen av D endast &ar kopplad till de fria
laddningarna,

V'D:v'(€OE)+V'P:ptot_pp:pﬁria

For det mesta skippar man indexet for den fria laddningstatheten och skriver
bara pgi, = p, pa samma satt som vi gjort tidigare.
En vanlig modell for polarisationen P &r att den &ar proportionell mot det
elektriska faltet,
P = €0XE

déar den elektriska susceptibiliteten y méter hur latt materialet kan polari-
seras. Denna modell utesluter olika former av ickelinjara material som ferro-
elektriska material, som erbjuder nya spannande l6sningar for modern elekt-
ronik. Det skulle dock fora for langt att diskutera dessa material inom denna
bok.

Med denna modell fér polarisationen ges slutligen flodestatheten av

D =cyE+ P =¢y(1+ x)E = ¢pc, E

didr e, = 1 + x betecknar den relativa permittiviteten for materialet. En
viktig tumregel for den relativa permittiviteten ar att den oftast vixer med
densiteten for materialet: ju hdgre permittivitet ett material har, desto tyngre
ar det ocksa vanligtvis, &ven om det finns en del undantag.

Kommentar: Eftersom ett allmént linjart material kan beskrivas med
D = ¢, E, ér det inte svart att inse att alla uttryck for det elektriska
faltet som harleddes i avsnitt 4.6 kan generaliseras till att gélla for linjara
material genom bytet ¢y — epe;.



Kapitel 5

Induktansberakningar

5.1 Induktans

Pa motsvarande séitt som kapacitans dr en kretsegenskap som anvénds for
att beskriva fysiska komponenter som kondensatorer, kan man definiera in-
duktans (eller snarare sjalvinduktans) for att beskriva fysiska komponenter
som spolar. Antag att vi har en strombana enligt nedan,

€n

B

Magnetiska flodestatheten B = pgH anses skapad av strommen i. Fran
Biot-Savarts lag framgar det att H &ar proportionell mot ¢, vilket medfor att
kvoten mellan magnetiskt flode och strom inte beror pa strommens storlek,
och innehaller information om den specifika geometrin. Detta ar induktansen
for strombanan, och definieras som

L-2
i

Det magnetiska flodet ¢ ges av

¢:/B-end5
S
99
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dér S ar en yta som har strombanan som randkurva. For en given randkurva
finns det odndligt manga sadana ytor S, men eftersom V - B = ( sa blir
flodet detsamma oavsett vilken yta man rdknar med. Om vi skulle ha en
strombana med flera varv, maste vi rdkna med flédet genom varje varv. Det
totala flodet ges da av

gb:NgbO:N/B-endS
S

dar ¢g ar flodet genom ett varv. I dessa fall kallas ibland det totala flodet for
det sammanlidnkade flodet.

5.2 Serie- och parallellkoppling

Vi ska nu se om vi kan ersitta serie- och parallellkopplade induktanser med
nagon ekvivalent induktans, givet att forhallandet mellan strém och spanning
ges av v = Ldi/dt (en fysikalisk motivering for denna relation utgaende
fran Maxwells ekvationer ges i avsnitt 5.7). Vi borjar med seriekopplade
induktanser,

; Ly Loy Ls
a o———T000 13000 15000 ob
+ U — + U2 — + U3 —

ds

= [ —
LTy
de

L _
2Ty
ds

— [
U3 3dt

och Kirchhoffs spanningslag ger att totala spanningen v = v, — v, ar

ds
UZUl—F’Ug—F'Ug:(Ll—FLQ—{—Lg)E

dvs vid seriekoppling ges den ekvivalenta induktansen av summan

Vid parallellkoppling har vi féljande situation
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1
= — dt
11 Ll v
1
= — dt
19 L2 v
1
= — dt
13 L3 (%

Kirchhoffs stromlag ger att den totala strommen é&r

PN 1 1 1
1 =1 +1+13= L—+L——|‘L— vdt
1 2 3

dvs vid parallellkoppling ges den ekvivalenta induktansen av

L1 1 1
Law L1 Ly Lg

Kommentar: Lagg mérke till att serie- och parallellkopplade induktanser be-
ter sig precis som serie- och parallellkopplade resistanser, vilket ar tvartemot
hur serie- och parallellkopplade kapacitanser beter sig.

Liksom med kapacitansen kan vi berdkna vilken energi som ar lagrad i
induktansen. I ett godtyckligt kretselement kan vi berdkna den momentana
effekten genom p = vi, vilket ger energin

w(t) = /p(t) dt = /v(t)z’(t) dt — /Ldfi—(tt)z'(t) dt = L/d—i (@) dt

1
= —Li(t)
Li(t)
Den upplagrade energin vid tiden t ges alltsa av kvadraten av strommen vid
samma tidpunkt. Lagg mérke till den karakteristiska faktorn 1/2; som ofta
dyker upp nér vi ska berdkna energier (ta till exempel rorelseenergi, %va).
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5.3 Omsesidig induktans

Da en strom flyter genom en spole, alstras ett magnetiskt falt. Sjalvinduktan-
sen L modellerar hur en tidsvariation i magnetfiltet inducerar en spanning
i spolen, men vad hander da det finns en annan spole i ndrheten? Om den
ena spolen genomflyts av en tidsvarierande strom, genererar den ett tidsva-
rierande flode genom den andra spolen, och vi har en koppling mellan de
tva spolarna. Denna koppling kallas for den dmsesidiga induktansen, och be-
tecknas M. En allmén formel for den 6msesidiga induktansen &r Neumanns

C] Cz | 1 2 |

dér C och Cy svarar mot kurvor lings strombanan pa spole ett respektive
spole tva. Det &r frestande att anviinda denna formel for sjalvinduktansen L,
genom att lata kurvorna C och Cy sammanfalla. Tyvérr divergerar integralen
péa grund av singulariteten 1/|r;—rs|, men liknande rakningar som i exemplet
pa sidan 116 visar att sjdlvinduktansen kan berdknas genom

SICE A= I
! |'f' - T |r—7"|2a/2 27T

dér a ar radien pa spoltraden, och ¢ &r spoltradens langd. Faktorn Y beror
pa hur strommen fordelar sig 6ver spoltradens tvérsnitt. Om strommen &r
koncentrerad till ytan av traden dr Y = 0, om stréommen &ar jamnt fordelad
over tvarsnittet ar Y = 1/4.

Fran Neumanns formel ser vi att den 6msesidiga induktansen endast beror
pa geometrin hos spolarna. Tecknet pa M beror pa i vilken riktning kurvorna
C1 och (5 genomlopes under integrationen. Nér vi i fortsdttningen talar om
M menar vi ett positivt tal, och anvinder oss av Lenz lag for att ta reda pa
tecknet pa den inducerade spanningen. Det gar att visa att den omsesidiga
induktansen begriansas av

M? < Ly L,

dér L och L, &r sjalvinduktanserna for respektive spole. Detta uttrycks ofta
genom att skriva den 6msesidiga induktansen pa formen M = k+/LyL,, dér
kopplingsfaktorn k ligger mellan 0 och 1.
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I figur a) héar intill visas tva spo- a)
lar med sjalvinduktanser L; och Lo
samt Omsesidig induktans M. Den
inducerade spanningen i respektive
spole ges av

F
.

— —
| ]
| ]
= = -
dir(t) . dis(t) = —
v(t) = Li— = + M— = O =
dt dt - s -
dis(t diq (t B N
va(t) = Ly alt) | 2l — ]
dt dt -} !
L [

Observera att strommarna definieras
som positiva da de gar in vid prickar-
na i figur b), vilka betecknar samver- b)

kande floden. /]_W\
Ly, Ly = sjalvinduktanser 4 ° o
M = 6msesidig induktans i v, Ly Loy Vs

M:k\/LlLQ dar O§k§1 - -
k = kopplingsfaktorn

Vi kan berdkna kraften mellan tva spolar med virtuella arbetets princip,
pa samma satt som vi berdknade kraften mellan tva kondensatorplattor pa
sidan 88. Energin for systemet av tva spolar ges av

ww=/mwuw+w@MM&

_ %Lm(t)Q + %Lm(zf)2 +M / {Mt)
1

. . N
= §L121(t>2 -+ §L222(t)2 -+ M’Ll(t)’lg(t)
Om vi nu antar att vi gor en infinitesimal forflyttning dx av spole 1 relativt
spole 2, samtidigt som bada strommarna ¢; och i, halls konstanta, ser vi att
endast den omsesidiga induktansen M kan bidra till en variation av energin.
Detta ger att kraftens belopp svarar mot

dia(t) diy (t)

For =dow=1i1i,—0x
Ox
dvs kraften mellan spolarna ges som derivatan av 6msesidiga induktansen
med avseende pa avstandet dem emellan, multiplicerat med de bada strom-
marna. [ dessa rdakningar har vi hoppat 6ver en hel del svarigheter med teck-
net pa kraften, eftersom vi endast ar intresserade av dess belopp.



104 KAPITEL 5. INDUKTANSBERAKNINGAR

5.4 Ideal transformator

En viktig tillampning av begreppet 6msesidig impedans ar transformatorn.
Idén med denna &r att konstruera ett par spolar med mycket stark koppling.
Detta astadkoms mestadels genom att linda spolarna kring en gemensam
jarnkarna enligt nedan

e —— > - I
. TP 1T
21 Ul C\:\) ‘—:.—’,UQ Z2
- ™ +—T _
I
R m—— |

Jarnkdrnan ar mycket bra pa att leda magnetiska falt, vilket far till effekt
att nédstan allt magnetiskt fldde som gar genom den ena spolen gar adven
genom den andra. I den ideala transformatorn antas flddena vara identiska,
och ingenting ldcker utanfor jarnkarnan.
Med referensriktningar enligt fi-

. . . 7:1 /l:2
gur till hoger géaller I .
ﬂ:& U1N1§H§N2U2
(%) N2
11 N1 + 19Ny =0
primérsida sekundarsida

déar Ny och N ar antal lindningsvarv
pa primér- respektive sekundéarsidan. Dessa villkor hérleds fran att det mag-
netiska flodet ar detsamma i bada spolarna, samt att summan av effektut-
vecklingen pa primér- och sekundérsida ér noll eftersom transformatorn ar
forlustfri.

Exempel: Belastningstransformering. Ekvationerna fér spanningar och
strommar i den ideala transformatorn kan anvindas for att visa hur en resi-
stans pa ena sidan av transformatorn upplevs pa den andra sidan. Betrakta
nedanstaende krets

i i

+ . . 4+
v1 N, %H% Ny v2 Ry
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Vi undersoker om kvoten mellan strom och spénning pa primérsidan kan ges

nagon mening:
Ny 2 2
(%] . N2U2 . (Nl) (%) . (Nl) R
—= % -\~ =\ 2
o Rl Ny J i Ny

I sista ledet anvinde vi definitionen pa resistans for sekundéarsidan, Ry =
—y /3. Observera minustecknet som uppstar pa grund av referensriktning-
arna. Vi ser nu att kvoten mellan spanning och strém pa primérsidan ar
proportionell mot Ry, vilket vi kan tolka som att primérsidan upplever en
ekvivalent resistans enligt

il ZAQ il
+ ° ° —+ _T_
U1 Ny %H% Ny U2 Ry, & Uy Ry

dir Ry = (N1/N3)?Ry. Vi ser alltsi att det gér att skala en impedans genom
att vilja antalet lindningsvarv pa primér- och sekundérsida i en transforma-
tor. I verkligheten ar det sdllan sa hér enkelt, utan det upptrader ofta sa
kallade virvelstrommar i transformatorns jarnkédrna som medfor férluster. [J

5.5 Ampéres lag

Vi ska nu studera statiska magnetiska falt, och da framfor allt de félt som
uppkommer fran en lang rak strombana. Magnetiska félt uppfyller

V-B=0

vilket kan tolkas geometriskt som att magnetiska falt alltid gar i slutna banor,
de "biter sig sjalv i svansen”. Det finns tva varianter av magnetiska falt,
magnetiska flodestatheten B och magnetiska faltstyrkan H. Vi kommer bara
studera filten i linjara material, dar foljande relation géller:

B = pop H

dar pg dr permeabiliteten i vakuum och p, dr den relativa permeabiliteten. Vi
kommer mestadels behandla vakuumfallet, dvs p, = 1. I linjara material ar
alltsa dessa félt helt likvardiga, och skiljer bara pa en konstant. Modelleringen
av magnetiska falt i material dr intressant men omfattande, och vi néjer
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oss med att ha diskuterat hur elektriska félt beter sig i material. De flesta
material som anvinds i tekniska tillimpningar beskrivs tillrackligt val av
ovanstaende relation, med viktiga undantag for till exempel ferromagnetiska
material (typiskt jarn, kobolt eller nickel), som uppvisar ickelinjara fenomen
som méattning och hysteres.
Vart frimsta analysverktyg d&r Ampeéres lag,
oD
VxH-=J+ 5
Vi kommer att studera falt som varierar sa langsamt i tiden att bidraget fran
forskjutningsstrommen 0D /0t kan férsummas, dvs vi studerar ekvationen
V x H = J. Den allménna losningen till Ampéres lag och divergensvillkoret
0=V -B=V-(uH) ges av Biot-Savarts lag,'

H('I”) _ /V J(’I'/) X (Ir — Ir,) dv’

Arc|r — r'|3

dar vi anvint vektorn r —r’, som pekar fran kallpunkten ' till faltpunkten r.
Notera att (r—7')/|r—7'| &r en enhetsvektor, och filtet avtar med kvadraten
pa avstandet fran kéllan, precis som for Coulombs lag.

Aven om vi nu har en formel for filtet fran en godtycklig stromfordelning,
ar den inte helt latt att anvinda. Vi kommer endast studera fall med hog
symmetri, dar det ofta &r enklare att anvinda sig av en integralrepresentation
av Ampéres lag for att berdkna magnetiska falt. Integrera Ampéres lag 6ver
en yta S enligt figur nedan

€n

S

C dr

Lagg marke till att ytan S inte ar sluten, utan har en randkurva C'. Stokes
sats ger nu

/(VXH)~endS:%H-dr:/J~endS:iS
s c s

1Uppkallad efter Jean-Baptiste Biot (1774-1862) och Félix Savart (1791-1841). Av des-
sa ar nog Biot den mest kiinde; han har dven fatt ge namn &t mineralet biotit (mork glim-
mer) samt en krater p4 méanen. Tillsammans med Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850)
gjorde han 1804 en berémd ballongfird, diar de studerade atmosfdrens sammanséttning
och steg till mer &n 5km hdojd.
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dér vi anvant beteckningen ig for den stréom som flodar genom ytan S. Denna
version av Ampéres lag sidger att cirkulationsintegralen av magnetiska falt-
styrkan H (dvs vénsterledet) alltid &r lika med den strom som flddar genom
den yta som innesluts av integralviagen C', dvs

j{H-dr:iS
c

Lagg marke till att ytan S kan ha vilken form som helst sa ldnge den har kur-
van C' som randkurva, samt att normalriktningen e,,, dvs referensriktningen
for 1g, maste vara samordnad med omloppsriktningen pa C'. Till exempel kan
man anvanda sig av tumregeln: om hoéger hands tumme pekar i normalrikt-
ningen, sa pekar hoger hands fingrar i omloppsriktningen.

5.5.1 Faltet fran en lang rak strombana

Studera geometrin enligt nedan, dar en odndligt lang, rak strombana finns
léngs z-axeln.

Fran Biot-Savarts lag ser vi att magnetféltet &r proportionellt mot en vektor-
produkt J (') x (r —'). Detta innebér att i ett fall som detta, da strommen
har konstant riktning, kan magnetféltet aldrig ha nagon komponent i samma
riktning som strommen, dvs z-komponenten av H ar noll. Det kan inte heller
finnas nagon radiell komponent, eftersom magnetfalt ska ga i slutna banor.
Kvar finns endast e,-riktningen definierad i figuren, dér ¢ ar en vinkel som
parametriserar var vi befinner oss pa en cirkelbana som omsluter strombanan.
Vi ansétter alltsa ett magnetfilt enligt

H(r) = H(r.)e,, dir r.= /22412

Om vi nu véljer ytan S i Ampéres lag till en cirkel med radie r. = a, far vi
véansterledet
2m

Y{CH ~dr = /::7; (H(a)e,) - (e ady) = H(a)a/ wdgp = H(a)a2w

»=0
=H =dr =1
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/J-endS:i
s

Sammantaget har vi nu visat att H(a)2ra = 1, vilket leder till?

H(r) ! e, dir r.=+/2?2+y?

277,

medan hogerledet blir

Faltets avstandsberoende &r alltsa samma som for det elektriska faltet runt
en linjeladdning (se sidan 86), men l4gg noga mérke till riktningen! Det
elektriska faltet fran en linjeladdning pekar rakt ut, i radiens riktning, medan
magnetfiltet snurrar runt strémbanan.

5.5.2 Magnetfiltet utanfor tvaledarkablar

Med de resultat vi har hittills kan vi nu ge en motivering till varfér manga
kablar har tva ledare. Betrakta till exempel nedanstaende system, dar strom-
men ¢ gar at ena hallet i en ledare och at andra hallet i den andra,

Tack vare att strommarna ar motriktade kommer deras respektive magnetfalt
att motverka varandra utanfor de bada strombanorna, vilket leder till ett
svagt magnetfilt (mellan strombanorna samverkar i stéllet falten, och déar
blir det totala filtet starkt). I verkligheten gar man &nnu ldngre, och tvinnar
ofta ledningarna for att ytterligare minska magnetfalten.

Ett annat vanligt tvaledarsystem ar koaxialkabeln, dér "koaxial” betyder
att de bada cylindrarna i nedanstaende figur har samma axel,

2Med en noggrannare analys kan vi ocksa studera magnetfiiltet inuti ledaren. Om
denna har radien b och strommen &ar jamnt fordelad 6ver tvarsnittet, sa blir den inneslutna
strommen innanfor en cirkel med radie a < b lika med [ _ J-e,dS = —zma® = i(§)*,
Detta leder till en magnetisk filtstyrka H(r.) = ir./(27b?) for 0 < 7. < b. Denna &r noll
for r. = 0, och véxer linjirt med r. ut till ledarens rand r. = b, dar H = i/(27b), precis
enligt den inrutade formeln ovan.
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metall

En innerledare fér strommen ¢ i den ena riktningen, medan ytterledaren for
samma strom i motsatt riktning. Geometrin har cylindrisk symmetri, vilket
medfor att samma analys som i fallet med féltet fran en lang rak ledare kan
anvandas. Men i detta fall sa dr totalstrommen genom en yta S som skar
bada ledarna noll, vilket gor att magnetfialtet utanfér den yttre ledaren ar
noll.

5.5.3 Faltet fran en magnetisk dipol

Vi ska nu visa hur filtet fran en sluten strombana kan uppskattas, atminsto-
ne pa stort avstand fran banan. Antag att vi har en strémfordelning som
bestar av en strom i i en sluten slinga C'. Biot-Savarts lag reduceras da till

kurvintegralen,
H(r) :% idr' x (r—17')
o Admlr —r']?

Vi kan skriva avstandet fran kdllpunkt till faltpunkt som

P =7 =(r—7) (r—1)=/r2—2r v +(1')?

dér vi anvént skrivsittet r = |r| och 7 = |[r’|. Vi ténker oss nu en situation
dér » > r’. Vi kan da bryta ut r fran uttrycket fér | — #’| ovan, och far
foljande magnetfélt:

H(r) i %C( dr’ x (r — ')

 4mrd 1—2r~r//r2+(r’)2/r2)3/2

) r-r
%47Tr3fc[dr’x(r—r’) (1+3 = )}

dar vi gjort en Taylorserieutveckling av namnaren. Vi ser att uttrycket inom
hakparentes har fysikalisk dimension yta, och en vidare analys visar att for
en plan slinga sa svarar beloppet av integralen mot den area A som begran-
sas av stromslingan C'. Det ar brukligt att kalla produkten 1A = m for det
magnetiska momentet for stromslingan, vilket &ven kan definieras for god-
tyckliga stromfordelningar. Efter en del vektorrdkningar som vi hoppar éver
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hér, fas foljande uttryck for det magnetiska filtet pa stort avstand fran en
sluten stromslinga:

\ T ~ €
area €g H(r)= g (2 cosfe, + sinfey) (5.1)
s

Detta &r precis motsvarande uttryck som for en elektrisk dipol pa sidan 89.
Aven i det magnetiska fallet avtar alltsa faltet fran en dipol med avstandet i
kubik.

5.6 Induktansberakningar

Den allméinna strategin for att berdkna induktansen for en stromslinga ut-
gaende fran definitionen L = ¢/i kan beskrivas enligt f6ljande:

1. Ansétt en strom ¢ genom slingan.

2. Rita faltbild. Lagg noga marke till symmetrier, som kan ge férenklande
antaganden om faltets uppférande.

3. Gor lampliga approximationer om nédvandigt.

4. Berdkna det magnetiska faltets uppforande, till exempel fran Ampéres
lag som séger att for alla slutna kurvor C' sa ar kurvintegralen fo H.dr
lika med den strém som gar genom den yta som omsluts av kurvan C'

5. Berdkna flodet ¢ genom ¢ = |, ¢ B-e,dS, dir S ar en yta med stroms-
lingan som randkurva (detta &r vanligtvis inte lika med kurvan C' i
foregaende punkt!).

6. Induktansen &r L = ¢/i.
Exempel: Vi illustrerar metoden genom att bestimma induktansen per

lingdenhet for en koaxialkabel. Lat innerledaren ha radie a och ytterledaren
radie b.
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e
5

€, = €.

re==0

Induktans defineras som kvoten mellan (magnetiskt) flode och strom L = ¢/i.
Bestdm induktansen genom att anta en strom och berdkna flodet:

1. Lat innerledaren ha strommen ¢ och ytterledaren strommen —i.

2. Faltbilden blir

2b

Symmetrin medfér att den magnetiska faltstyrkan H(r) ar riktad i
es-riktning och beror enbart pa avstandet 7. fran mittlinjen av koaxi-
alkabeln.

3. Inga approximationer behover goras for denna geometri.

4. Omslut innerledaren med en cirkel med radie r.; och anvind Ampeéres
lag

27
i = j{ H(r) -dr = / H(rei)ey - egren dp = H(re1)2mren
c 0

vilket ger H-féltet

1

H(r) =

= ey for a<r. <D
277,

5. B-filtet ges av B = ugH och flédet ¢ berdknas genom att integrera
B-filtet 6ver en yta S som begriansas av inner- och ytterledare samt
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stricker sig en ldngd ¢ lings med koaxialkabeln (ytan har normalvektor

€, = €y):
b b
= / B-e,dS =y H(r)-eydr. = Lu H(r.)es-esdr.
S re=a re=a
b b . . .
i il g v lug., b
EILLO/G (Tc) drc é/“'l’o/a 27?7"C drc o [ n"ﬂc}a o n a
6. Induktansen per langdenhet ges ddrmed av
L o b
¢ 0 21 a
O

5.6.1 Approximationen for en lang rak spole

Generellt sett &r induktansberikningar ofta svarare dn kapacitans- och re-
sistansberdkningar, och vi kommer inte att ga sarskilt djupt in pa det. En
viktig approximation som paminner om plattkondensatorapproximationen &r
dock vard att ta upp. Vi betraktar en lang, rak spole bestaende av manga
téatt lindade varv metalltrad enligt figur nedan,

Vi modellerar denna spole med foljande geometri, dér vi ocksa ritat in en
lamplig integrationsvig for Ampeéres lag:

N varv dr
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Prickar betyder att strommen kommer ut ur papperet, medan kryss betyder
att strommen gar in i papperet. Utgaende fran hur magnetféltet kring en
lang rak ledare ser ut, kan vi konstatera att féltbidragen fran den &vre och
undre raden med strommar samverkar i omradet inuti spolen, men motverkar
varandra utanfor. Detta paminner om situationen for plattkondensatorn, och
vi gor foljande approximation:

e Magnetiska féltet ar noll i omradet utanfor spolen.

e [ omradet innanfor spolen &r faltet konstant och riktat lings spolens
axel enligt figuren, H = He,.

Med hjélp av den forsta approximationen blir

%H-d’r—Hﬁ
c

dér ¢ betecknar spolens ldngd. Den strém som gar genom den yta som be-
gransas av C' ar Ni, vilket ger H = Ni/{. Detta magnetfélt passerar genom
alla varven, vilket innebér att totala flodet genom spolen blir

A — /,L()N2ZA

=N | B-e,dS=N He, - e, dS = NugH
10} /A e /A,uoBe e Lo 7

=en

Efter att ha utnyttjat definitionen L = ¢/i finner vi foljande formel for
induktansen for en lang rak spole:

IUQNzA

L:
14

En viktig observation #r att induktansen skalas med antalet varv som N2. I
nésta avsnitt visar vi pa ett alternativt sétt att berdkna induktans, genom
att bestdmma den magnetiska energi som ar bunden till spolen.

5.7 Induktanser i elektriska kretsar, energi

Vi ska nu se hur induktanser kan beskrivas da de ingar i en elektrisk krets.
Fran Faradays induktionslag

0B
E4+—=0
V x +8t
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ser vi att for tidsvarierande magnetfalt &r inte ldngre rotationen av E noll.
Pa integralform far vi da

a/ do
E-dr=-— | B-dS=——
ji ot Jg de

déar vénsterledet tolkas som en inducerad spanning i kretsen (ofta kallad
elektromotorisk kraft, emk). Minustecknet i hogerledet indikerar att den
inducerade spéanningen vill motverka dndringar i det magnetiska flodet, vilket
kallas for Lenz lag. Eftersom det ofta blir trassligt med referensriktningar nér
det géller induktion och magnetiska falt, ar det val vart att lagga Lenz lag
pa minnet; naturen beter sig ofta pa ett sitt som motverkar forandringar.

Det magnetiska flodet ar proportionellt mot strommen enligt definitionen
pa induktans, ¢ = Li, vilket antyder att spanningen 6ver en induktans ar
proportionell mot tidsderivatan av strommen. Efter en hérledning som ofta
blir lite knepig pa grund av minustecknet ovan (och som vi darfor hoppar
over), landar man pa

v v=L— (5.2)

dér referensriktningarna for strom och spanning definierats enligt den passiva
teckenkonventionen i figuren till hoger. En motivering till att minustecknet
inte ska finnas med i (5.2) ar foljande tillimpning av Lenz lag. Om strommen
genom induktansen okar (di/dt > 0), sa vill induktansen motverka detta
genom en inducerad strom i motsatt riktning (enligt Lenz lag). Sett utifran
bor da induktansen bete sig som en spanningskilla med "pluspol” vid den
ovre anslutningen, vilket ocksa stammer med referensriktningarna ovan.

Sambandet v = Ldi/dt kan ocksd skrivas ¢ = L~ [vd¢, vilket brukar
tolkas som att en induktans &r "stromtrog” om spédnningen v i varje tids-
ogonblick ar dndlig, sa kan inte strommen &ndras momentant eftersom den
ar en integral av spanningen. Strommen genom en induktans ér alltsa en
kontinuerlig funktion av tiden, dvs den har aldrig nagra "hopp” néar vi be-
traktar den som funktion av tiden. Detta utnyttjas till exempel for att bygga
blixtgeneratorer: genom att lata en stark strom floda genom en spole med
hog induktans och plotsligt bryta kretsen, sa induceras en stor spanning 6ver
spolen som kan jonisera luften och ddarmed skapa en blixturladdning. Detta
ar ocksa anledningen till att det ibland kan blixtra till ndr du drar ut kon-
takten till strykjérnet eller en transformator ur vigguttaget (dessa apparater
har ofta en relativt hog induktans).
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Energin som finns upplagrad i en induktans kan berdknas fran magnetfal-
tet overallt i rummet. Da ges den totala energin som ar bunden i magnetiska
falt av foljande integral (som vi presenterar utan hérledning)

—%/B-HdV

och pa liknande sédtt kan energin som ar bunden i elektriska félt berdknas

genom
= %/D-Edv

Dessa uttryck ar ofta fordelaktiga vid datorberdkningar, och i vissa fall &ven
vid handrékningar. Om det gar att berdkna den magnetiska energi som skapas
av en strom ¢ genom uttrycket w, = % [ B-HAdV, s kan detta jamforas
med uttrycket wy, = 3Li* for att berdkna induktansen L.

Exempel: Den magnetiska energin kan anvéndas for att bestdm induktan-
sen per lingdenhet for en koaxialkabel som alternativ till pa sida 110. Lat
innerledaren ha radie a och ytterledaren radie b. Den magnetiska energin i
en induktans ges av

1 1
wm——Li2——/B~HdV
2 2

Vi bestammer induktansen genom att anta en strom i innerledaren och
berdkna den upplagrade magnetiska energin. De tre forsta stegen &r identiskt
med exemplet pa sida 110 och déarefter

5. berdknas energin genom att integrera %B - H mellan inner- till ytter-
ledaren Gver en langd £:

1
= _/ B-HdV = / |2€27T7“Cd7“C
2 1% re=a
dV
Lt 1 Pl b Plpg b
=i /T:ar—cdc— - [lnrc}a— 1n lna

6. Den magnetiska energin, wy,, = %Lz’Q, ger induktansen per ldngdenhet

L_2wm_u() b

¢ 20 2 e




116 KAPITEL 5. INDUKTANSBERAKNINGAR

Exempel: For att illustrera hur energibegreppet kan anvéndas fér att upp-
skatta induktans (eller kapacitans), ska vi studera en sluten strémslinga enligt
nedan.? Rikningarna ir endast approximativa, och avser leda till uttryck som
kan anviandas for att se hur induktansen skalar med olika parametrar.

{

area A

2a

X 0rigo

omkrets ¢

Rmax

Var strategi ar att forsoka uppskatta den energi som ar bunden i det mag-
netiska féltet, 2 [B - HdV = £ [|H|?dV. Det finns tre karakteristiska

avstand inblandade i berdkningen av denna integral:

1. Avstand storre an slingans utstriackning R,... Har approximeras féltet
med faltet fran en dipol, och vi far bidraget

00 A 2
w1:@ |H|2de@/ ! 4rr? dr
2 7> Rmax 2 max 47TT3 —dV
_ po(iA)? /OO dr (A’ [ 1177 pei®A?
8t Jprt 8w 33 p © 247R3

2. Avstand som &ar sma i forhallande till slingans krokning, men storre
an ledarens radie a. Hér approximeras filtet med faltet fran en lang
rak strombana, och vi far bidraget (dér b betecknar det avstand fran
tradbanan dér approximationen kan anses halla)

2
) 027r.dr,
——

b
w2:@ |H|2dV:@/ <
2 a<r.<b 2 a v

ol /b dre  pgi*l Inr]® = 1107°¢ (b>
= = nre, = In( -

47 Te 47 4 a

1
27T,

3Detta exempel ér till stor del hdmtat fran [11, s. 216-218|.
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Lagg mérke till hur omkretsen ¢ kommer in i volymelementet dV'. Det-
ta volymelement bestar av cirkularcylindriska skal med radie r. och
tjocklek dr. som omsluter ledaren. Omkretsen ¢ svarar da mot lingden

pa cylindern.

3. Avstand som &r mindre dn ledarens radie a. Har approximeras faltet
med féltet inuti en lang rak ledare, hérlett i fotnoten pa sidan 108.
Detta ger bidraget

2

v [t [
0

re<a

2

dmrat

2ma?

-2 a
_ Mot /T3d7“ =
c c
0

2
) 27r. dr,
——
=dV
poi®l [re]®  poi®l
dma* [ 4], 167

Omkretsen ¢ svarar dn en gang mot lidngden pa ett cirkularcylindriskt
skal med radie r, och tjocklek dr., som ger volymselementet dV .

Om vi adderar dessa uttryck far vi

Wy, = W1 + Wo + Wy =

IuOZ'Q AQ
47 |6R3

max

A

1

07|

Eftersom energin ocksa kan skrivas w,, = %Lz’Q, sa far vi nu induktansen

L="H
47

s

max

2

+€(1+21n—

3]

For en "normal” slinga (med proportioner liknande en cirkel eller kvadrat)
kan lingden R,,.. uppskattas med Ry.x = /€A och b med b = /E'A, dir
€ och & &r enhetslosa tal i storleksordning 1, som beror pa slingans form.
Vanligtvis dr & > ¢. Om slingan dr mycket langsmal, si att A < (2, kan
man ténka sig andra uttryck. Vi far da den slutliga formeln

Ho
A7

VA
353/2

1

VA

a

)

Detta uttryck fortjanar ett par kommentarer:

e Den dominerande termen &r vanligtvis logaritmen, eftersom ledarens
radie a dr mycket mindre an slingans typiska utstrackning. For spoltrad
som kan kopas i affiaren dr ¢ = 0.1 mm vanlig, och spolen kanske ar
nagon centimeter stor. Detta ger storleksordningen pa logaritmen till
In(lem/0.1mm) = In100 ~ 4.6. Med ¢ ~ 1 blir den forsta termen
VA/(363/%) ~ \/A/3, vilket vanligtvis &r forsumbar i forhallande till
logaritmen multiplicerad med 2¢.
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e For en cirkulér slinga kan man gora exakta berdkningar, som visar att

induktansen ar ) SR
L =R ( +1In —)

4 ae?
dér R betecknar slingans radie, se till exempel TEFYMA [10, s. 80].Det-
ta svarar mot formfaktorerna & = 1 och & = 0.34 i den inramade

formeln ovan, med A = 7R? och ¢ = 27 R.

e Om slingan bestar av N tétlindade varv, sa skalas det inramade ut-
trycket ovan med N2, och ledarradien @ ska tolkas som radien for hela
tradknippet. Att faktorn blir precis N? inses fran att energin beriknas
fran det kvadratiska uttrycket |H|?, och magnetfiltet ér proportionellt
mot antalet varv.

Den forsta termen, som ofta kan forsummas, svarar mot den energi som
finns bunden i form av ett dipolfdlt runt spolen. Att den gar att férsumma
svarar vid kapacitansberiakningar mot plattkondensatorapproximationen, dar
vi ignorerar de filt som finns utanfor plattorna. 0
Metoden att berdkna induktans (eller kapacitans) via den magnetostatis-
ka (eller elektrostatiska) energin &r mycket generell, och kan som synes ofta
anvandas for att uppskatta dessa storheter pa ett relativt enkelt sétt. Inte
minst blir det mojligt att se hur induktansen skalar med olika parametrar.

5.8 Diffusion i ledande medier och intrangnings-
djup

Vi avslutar detta kapitel med en liten utvikning om de typiska effekterna
av induktion i material med en ledningsférmaga o. De ekvationer vi har att
hantera i den kvasistatiska gréansen ar

VxE:—a—B, VxH=J, V-B=0
ot
samt de konstitutiva relationerna J = ocF och B = pou, H = pH. Vi antar
att alla materialparametrar dr konstanta och dérmed kan flyttas innanfor och
utanfor derivator. Genom att multiplicera Ampéres lag med p och utnyttja
de konstitutiva relationerna far vi

VxB=uJ=ukE
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Genom att ta en ytterligare rotation pa denna ekvation blir de bada leden

Vx(VxB)=V(V-B)-V*B=-V’B
OB

V x (uoE) = poV x E = —HO o

dér vi utnyttjat att den dubbla rotationen av ett godtyckligt vektorfilt A
kan skrivas V x (V x A) = V(V - A) — V%A, se sidan 272. Sammantaget har

vi alltsa foljande ekvation for det magnetiska filtet,

oB
V2’B = jo—
1o 5

och det gar att visa att dven falten E, J och H uppfyller samma ekvation da
i och o &r konstanta. Denna ekvation brukar kallas for diffusionsekvationen
eller virmeledningsekvationen. Modellen ar mycket vanligt forekommande i
olika fysikaliska sammanhang, och for att fa en intuitiv kénsla for féltens
beteende &r det ofta lonsamt att tdnka pa just varmeledningsproblem eller
diffusion av till exempel ett fargédmne i vatten.

Vi kan visa pa grundldggande egenskaper hos 16sningar till denna ekvation
genom att studera hur de ser ut i en rumsdimension, dir V? = §2/922. Vi
inskranker oss till tidsharmoniska losningar, déar tidsberoendet ar av typen
coswt eller sinwt. Som vi ska se i kapitel 7, kan sadana l6sningar med fordel
studeras med hjilp av exponentialfunktionen ! = coswt + jsin wt, dér j ar
den imaginira enheten, j> = —1. Med B(z,t) = &“'b(2) By, dir By ir en
konstant vektor, far vi ekvationen

b (2) = jwpob(z)

med l6sningarna

. _ . Jwpo
b(z) = e, 5= /jwuo = (1+]) —

Vi ser att det finns en typisk ldngd

5= \/w:fw (5.3)

som brukar kallas for intrangningsdjupet. Den typiska losningen har da z-
beroendet*

b(z) = e /07375 = =%/%(cos(2/8) — jsin(z/6))

4Vi studerar endast lésningen e~7%. Den andra l6sningen ger precis samma beteende,
fast i negativ z-riktning.
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och vi ser att filten dimpas med en faktor e~! 6ver en striicka . Detta dr den

typiska langdskala over vilken det kan anses att ett yttre falt kan tranga in
i materialet. Det &ar vart att lagga marke till att intrangningsdjupet ¢ skalas
med frekvensen f som 1/+/f.

For att fa en kénsla for storleksordningar kan vi titta pa koppar, dar vi
har o = 5.8 - 107S/m och u = p. Detta ger féljande tabell:

S| 1kHz 1MHz 1GHz 1THz
5‘2mm Opm  2pm  70nm

Detta innebér att vid dessa frekvenser finns all strom i en metalledare kon-
centrerad till ett skikt av ungefarlig tjocklek ¢ vid ytan av ledaren. Detta
kallas pa engelska ofta for skin-effect, och pa svenska for stromfortringning.

Att fundera pa: Hur forandras resistansen for en trad om vi inte antar att
strommen ar jamnt fordelad over tvarsnittsytan, utan tar hansyn till strom-
fortrangningen och det faktum att strommen &r lokaliserad till ett tunt lager
med tjocklek ¢ ldngs ledarens rand? Blir resistansen hogre eller lagre? O



Sammanfattning av
RCL-berakningar

Nedanstaende &ar en (mycket) kort sammanfattning av de samband inom
elstatiken som vi anvant for att berdkna kretsparametrar.

R C L

Vg — Wy

c=_1 -2

1 Vg — Up 1

JsJ-edS=i | §.D-e,dS=q | [,B-e,dS=¢

R:

fébE'd’l“:Ua—Ub fgj’E-d’r:va—vb $o H -dr =i
J=0F D =¢cpe, E B = o H
Félten uppfyller féljande villkor:
VxE=0 & E=-VV & j{cE-dr:O
V-J=0 < jiJ-endS:O
V-B=0 & SB-endS:O

Kretsparametrarna kan ocksa berdknas genom att jamfoéra kretsuttryck re-
spektive faltuttryck for effekt och energi:

R C L

1 1 1 1
Krets | p = Ri* = v?/R | w, = 501)2 = 5(]2/0 Wy = §Li2 = §¢2/L

1 1
Falt | p=[E-JdV wezé/D-EdV wm:§/B-HdV
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Tids- och frekvensanalys

123






Kapitel 6

Transienta forlopp

I foregaende kapitel har vi endast studerat resistiva kretsar, ddr strommar
och spanningar i kretsen reagerar omedelbart pa fordandringar i kdllorna. Vi
ska nu utoka var analys genom att se vilken inverkan de tva resterande grund-
ldggande passiva kretselementen, kapacitansen och induktansen, kan ha pa en
krets. Fran de konstitutiva relationerna for dessa kretselement (se tabell 1.1),

kan vi se att strom respektive spanning beror pa hur den andra storheten
varierar i tiden. Detta leder till att kretsar som innehaller dessa komponenter
far en sorts minne, eller troghet; det tar en viss tid innan kretsen stéller in
sig i ett fortvarighetstillstand. I detta kapitel ska vi se hur lang denna tid ar,
samt hur insvingningsforloppet ser ut. I nésta kapitel kommer vi sedan att
titta ndrmare pa sjilva fortvarighetstillstandet.

For en ndarmare diskussion av fysikaliska tolkningar av kretselementen
kapacitans och induktans héanvisas till del II.

6.1 Urladdning av kapacitans

Vi borjar med att titta pa hur en kapacitans C' som laddats upp till en viss
spanning laddas ur om vi parallellkopplar den med en resistans R. Som syns
i tabell 1.2 pa sidan 23 kan detta svara mot en utvidgad modell av en verk-
lig kondensator. Antag att vi studerar en plattkondensator, dar spédnningen
over kondensatorn byggs upp av laddningar pa de tva metallplattorna: om
materialet mellan metallplattorna inte ar en perfekt isolator sa kommer en
liten ldckstrom att kunna ga mellan plattorna, vilket modelleras med en pa-
rallellkopplad resistans enligt nedan.

125
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Antag att kapacitansen har spanningen ve = Vj vid ¢ = 0 (notera att vi nu
gor skillnad pa tidsvarierande och tidskonstanta storheter genom sma och
stora bokstéver). Kirchhoffs spanningslag ger

ve(t) + Ri(t) =0
Samtidigt har vi relationen i = C' dvg/ dt, vilket ger differentialekvationen

dUC (t)

ATE

(Ve (t) + RC

Denna ekvation kan 16sas pa méanga sitt (se bilaga C pa sidan 259), till exem-
pel med integrerande faktor (multiplicera med e/(#¢) bygg om vinsterledet
till en hel derivata och integrera), ansatsteknik (gissa att losningen &r pa
formen K, + K, e, sitt in i ekvationen och bestdm konstanterna K, K, och
s). Resultatet &r att foljande recept kan anvéindas:

dz(t)
dt

+ax(t) = f(t) = z(t)=2z(0)e "+ /O tea@/*t) f)dt  (6.1)

Det ar liatt att kontrollera att denna formel ger rétt losning till den ur-
sprungliga differentialekvationen genom inséttning. Vi skriver om var diffe-
rentialekvation pa denna form,

dUc(Zf) 1

dt +%00(t) =0

vilket ger 16sningen
vo(t) = ve(0) e VB L = Ve /(B

som avbildas i figur 6.1. En kondensator som laddats upp till spanningen V}
och sedan ldmnas i fred kommer alltsa att laddas ur via sin lackresistans.
Tidsberoendet ar exponentiellt, och den typiska tid som urladdningen sker
over ar RC'’; ju storre denna produkt ar, desto ldngre tid tar urladdningen. I
avsnitt 4.5 pa sidan 81 visar vi att for en kondensator med ett material mellan
sina metallanslutningar som har permittivitet €ge, och ledningsférmaga o, sa
galler

o €o&r

RC =

g
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AL

0.8 1

0.6 1

04 | v(T) = Vet & 0.37V}

0.2 | o(t) = Vye /™

t/T

H________
b

w

B

Figur 6.1: Urladdningsforlopp fér en kapacitans med tidskonstant 7 = RC'.

oberoende av kondensatorns geometri. Tidskonstanten RC' bestdms alltsa
ofta enbart av de material som utgor kondensatorn.

Kommentar: Resistansen R behover inte enbart besta av en lackresistans
i sjalva kondensatorn, det kan lika gidrna vara en resistans i den krets som
kondensatorn ar inkopplad i, bara den ligger parallellkopplad med kapacitan-
sen.

6.2 Uppladdning av kapacitans

Vi fortsétter nu med att titta pa hur det kan se ut vid uppladdningen av en
kapacitans. Var typkrets for detta ér enligt nedan.

R t=20

AL
Vo C—— vc (*)

Innan vi gar vidare med analysen av denna, papekar vi att denna typkrets
duger utmérkt for att analysera dven fallet da vi har en mer realistisk modell
av en verklig kondensator, och tar med en parallellkopplad léckresistans R¢:
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> .

3 Vb RC i C:_ (%e}

For ¢t > 0 kan den del av kretsen som ar innanfor det streckade omradet goras
om till en Théveninekvivalent, med parametrar

Rc RcoR
_ Ve, R, —
Ro+ R 0 ’ Ro+ R

Uy

Detta aterfor alltsd problemet till en krets pa den ursprungliga formen (*)
ovan, déir vi bara behover berdkna nya véirden for den konstanta spannings-
kéllan och resistansen. Om dessutom lackresistansen Ro ér mycket storre éan
resistansen R, far vi vy = Vi och Ry = R, dvs samma vérden som i den
ursprungliga kretsen.

Vi atergar nu till kretsen (*). I denna krets antas spanningen éver kapa-
citansen vara noll innan strombrytaren slar till vid ¢ = 0, dvs ve(t) = 0 for
t < 0. Fort > 0 ar kretsen sluten och vi kan anvinda Kirchhoffs spanningslag

Vo — Ri(t) —ve(t) =0

Med hjélp av relationen
d’UC (t)

i(t) = 0=

far vi differentialekvationen

dvc(t) 1 ‘/0

o T reY = Rme

Genom receptet i (6.1) far vi

t / V / t
1) — 0 (0) e~/ (BC) / (w-n/we) Y0 4 _ g [V (t —t)/(RC)]
ve(t) =ve(0)e + i e I + Ve vo

— Vp etD/RO) _y o=t/ (RO) _ Y (] _ o~t/(RO))

som avbildas i figur 6.2. Uppladdningen sker alltsa exponentiellt, med en
typisk tid RC. Vi paminner om att den resistans som &r inblandad hér ar
den inre resistansen (Théveninresistansen) hos den killa som laddar upp
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oo
0.8 | v(t) = VoL —e"/7)
06 """ (v(r) = Vo(l — e 1) ~0.63V)
il /]
02/
! t/T
I 2 3 4

Figur 6.2: Uppladdningsférlopp for en kapacitans med tidskonstant 7 = RC'.

kondensatorn, och inte lackresistansen, eftersom denna ofta &r mycket storre
an den inre resistansen hos killan.

Kommentar: Ur- och uppladdningsforlopp som de ovan, som avtar expo-
nentiellt med tiden, kallas ofta for transienter, och ett mer svenskt uttryck
kan vara "6vergaende forlopp”, dvs signaler som dor ut efter hand. Notera att
slutvirdet for spéanningen vid uppladdning, Vj, dr samma som vi skulle ha
fatt om vi ersatt kapacitansen med ett avbrott.

Kommentar: De tidskonstanter som vi héarlett i detta avsnitt kan anvén-
das for att uppskatta svarstider i hogintegrerad elektronik. Tiden RC anger
den typiska tid som det tar for en likspanning att stélla in sig pa en stabil
niva i en ledare, vilket ger begrénsningar pa vilka berdkningshastigheter vi
kan forvianta oss av datorer.

6.3 Ur- och uppladdning av induktanser

Pa samma sitt som vi kan lagra energi i kapacitanser, kan vi lagra energi i in-
duktanser. En kapacitans lagrar energin i elektriska falt som svarar mot span-
ningen Over kapacitansen, medan en induktans lagrar energin i magnetiska
falt som svarar mot strommen genom induktansen. Typfallet for urladdning
av en induktans ar kretsen nedan.

+
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Vi betraktar en situation dér strommen 4 &r skild fran noll vid t = 0, i(0) =
Iy. Kirchhoffs spéanningslag ger

o+ Ri) =0 — L9 pigy = o

dt
Detta ger standardformen
di(t
S(t) + %z’(t) =0 = i(t)=i(0)e 40 = Lpe /"

dvs strommen genom induktansen avtar exponentiellt med en tidskonstant
L/R.
Uppladdning av induktansen kan studeras med foljande krets

R t=20

‘/b L vr,

dér strommen genom induktansen &r noll vid ¢t = 0, i(0) = 0. Kirchhoffs
spanningslag ger nu (for ¢ > 0)

di(t)

Vo — Ri(t) —vp(t) =0 = Vo—Ri(t)—L I =0
vilket ger standardformen
di(t) R Vo
i) = =2
TR A
med losningen
t t
Z(t) _ Z(O) e—tR/L +/ e—(t—t’)R/L E di' =0 + |:E e(t’—t)R/L:|
0 L R v—o
_ Vo o(t—DR/L W otR/L _ E(l _ e—tR/L)

R R R

Denna har precis samma form som l6sningen for uppladdning av en kapa-
citans, och vi har samma tidskonstant L/R som for urladdningsfoérloppet.
Légg mairke till att slutviardet for strommen, Vy/R, ar vad vi skulle fatt om
induktansen ersatts med en kortslutning.
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Exempel: Det dr Osquar som sko-
ter veckostadningen.

I stéllet for att stdnga av damm-
sugaren drar han ut kontakten me-
dan dammsugaren fortfarande é&r i
gang. Till sin fasa ser han da en ljus-
bage i vigguttaget. Han kan inte for-
sta varfor det sker. Han vet dock att
Trula har studerat kretsteori sa han
ber henne forklara fenomenet. Tru-
la borjar fundera: motorn i damm-
sugaren kan nog modelleras med en
spole i serie med en resistor, och nér
strommen bryts sa kan det kanske
modelleras med att en stor resistans
kopplas in parallellt med motorn. ..

Eftersom motorn var igang, sa
maste strommen i, vara skild fran
noll, med tidsberoendet (enligt tidi-
gare rakningar i detta avsnitt, dar
vi antar att avbrottet kan modelle- R..
ras med en resistans R, > R.,)

im(t) =1, e—t(Rm—i-Ra)/Lm R,

~ IO e—tRa/Lm Lm

Denna strom maste ga genom “av-

brottet” R,, vilket ger en mycket hog

spanning, v,(t) = R,lpe ta/bn, Atminstone for sma tider si #ir denna till-
rickligt stor for att jonisera luften och skapa en ljusbage. Nar vél denna
ar skapad sa sjunker resistansen R, till en ligre niva pa grund av den oka-
de ledningsférmagan i den joniserade luften, vilket gor att tidskonstanten
L/ R, blir storre dn den skulle ha varit annars. Detta gor att ljusbagen kan
uppratthallas relativt linge, om inte kontakten dras &nnu langre bort sa att
resistansen okar igen. O

6.4 Tidskonstanta fortvarighetstillstand

Det ar ofta av intresse att snabbt kunna avgora "extrema” tillstand. Da vi
kopplar in en likspanningskalla till ett natverk med kapacitanser och induk-
tanser ar det ofta intressant att avgora hur strémmar och spéanningar i kretsen
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kommer att se ut efter lang tid, da alla transienter dott ut och dérmed al-
la tidsderivator ar noll. For att analysera detta fall kan man forst forenkla
kretsen pa foljande satt:

e Ersitt alla kapacitanser med avbrott (i = C'dv/dt = 0).
e Ersitt alla induktanser med kortslutningar (v = Ldi/dt = 0).

Dessa regler gor det enkelt att gora snabba 6verlaggningar av vilka strommar
och spanningar som kommer att finnas efter lang tid &ven i mer komplicerade
kretsar. Vi kommer att anvinda oss av detta da vi betraktar smasignalsche-
man for ickelinjara komponenter i del IV.

Exempel: Bestdm spanningen v efter lang tid i nedanstaende krets.

t=0 R L
%1 L 1 0000

Vo C _—_—— R| |v

Vi ersatter kapacitansen med ett avbrott och induktansen med en kortslut-
ning och far

o R| |v

Spanningen v fas da med spanningsdelning enligt

. R Vo

o) =T =3
Da man anvénder ansatsmetoden for att 16sa de differentialekvationer som
uppstar, kan detta ibland vara en metod for att delvis bestdmma de tillho-
rande integrationskonstanterna. Framfor allt ger den har typen av rakningar
en kinsla for fysiken och ett snabbt sidtt att uppskatta hur kretsen beter sig
for tider som &r stora jamfort med kretsens tidskonstant. 0
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6.5 Tvungna svangningar

En annan "extrem” situation som vi ska studera i denna bok &r den da vi har
killor med ett tidsberoende som ar en cosinus- eller sinusfunktion. Kéllan
kommer i sa fall att vara paslagen lange, sa lange att alla transienter dor ut,
och det &r da fragan hur strom och spénning ser ut efter det. Vi exemplifierar
genom en enkel krets nedan.

R t=20
1Y+
Vo C_—_— ve

Tidigare studerade vi kretsens uppférande da v(t) = V. Vi ska nu titta pa
signaler som beter sig som cosinusfunktioner i tiden, V; coswt. Rékningarna
blir dock mycket enklare om vi i stéllet tittar pa komplexa signaler av typen
v(t) = Vpe. Vi anvinder oss typiskt av s = jw dér j dr imaginira enhe-
ten,! eftersom ¢! = coswt + jsinwt och vi kan fa var énskade 16sning som
Vo coswt = Re{V, e“'}. Differentialekvationen éndrar sig endast marginellt,

dvc(t) 1 Vo et
— (1) =
i TR = 2e

Om vi f6ljer det tidigare receptet far vi lésningen (dér vi antar att ve(0) = 0)

v (t) = (O) eit/(RC) + /t e%(tlft) %—eSt/ dt/ — O_i_& eft/(RC) /t e(%+s)t/ dt/

¢ ¢ 0 RC RC 0
L4

= Ve t/(EC) (e(RC+ )t —1)

VA (%+s)t’ t
0 —t/(rRO) | €

RC

14+ sRC

t'=0
_ Vo ot Vo o—t/(RO)
1+ sRC 1+ sRC

Vi ser hér att den slutliga 16sningen bestar av tva delar: en proportionell mot
et och en proportionell mot e # (Y Den forstndmnda har samma frekvens
s som den palagda kéllan, och kallas ibland for den tvungna svingningen; i
matematiken kallar man den for partikularlosning. Eftersom den andra ter-
men avtar exponentiellt, identifieras den som en transient som inte bidrar till

Tnom elektrotekniken betecknas imaginiira enheten vanligtvis med j i stéllet for i,
eftersom den senare riskerar att forvixlas med beteckningen for strom, i.
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16sningen for stora tider; matematiskt sett kan man se denna del av 16sningen
som en 16sning till motsvarande homogena differentialekvation.

Kommentar: 1 ett stabilt (eller snarare dissipativt) system avtar tran-
sienterna exponentiellt (i systemsprak: egenvirdena till systemmatrisen har
negativ realdel). I elektroniken sysslar vi néstan uteslutande med stabila
system (med viktiga undantag, sérskilt inom aterkopplade system), dar den
negativa realdelen néstan alltid kan hérledas till de resistanser som finns i
kretsen.

6.6 Analys av transienter med Laplacetransfor-
men

Den uppmérksamme ldsaren har sikert noterat att en tidssignal med utse-
endet Vet dr nira besliktad med Laplacetransformen,?

F(s) = f(t) e dt
0—
M=o [ Fle
flt)=— / F(s)e®ds
27j n—ico

dér F(s) ar Laplacetransformen av f(t), vilket vi kan skriva F'(s) = L{f(t)}.
Integrationsvigen i den andra integralen viljs sa att alla singulariteter till
F(s) ligger till vanster i det komplexa talplanet, dvs det reella talet n ska
vara stort nog. I bilaga B pa sidan 255 finns ett antal egenskaper for Lapla-
cetransformen samlade.

Alla grundlaggande ekvationer vi hittills skrivit upp, till exempel Kirch-
hoffs stromlag, i1(t) + ia(t) + i3(t) = 0, kan transformeras med hjélp av
Laplacetransformen och ger I (s)+I2(s)+1I3(s) = 0. Fordelen med att anvén-
da Laplacetransformen &r att den omvandlar tidsderivator till multiplikation
med s och information om begynnelsevirdet,

c { d"éff) } — sV(s) — v(0)

Detta ger foljande implikationer fér kapacitanser och induktanser
do(t)

i(t)y="C % — I(s) = sCV(s) — Cv(0)
v(t) = Ldfi—(tt) = V(s) = sLI(s) — Li(0)

2Transformen upptiicktes forst av Leonhard Euler (1707-1783), men har fatt namn
efter Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827).
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Tidsdoméan > Laplacedoman

—— o =ri) L. L V(s) = RI(s)
R R

.
. v 1 I
&*,f,l ~ ()= de—(f) - M\—@* V(s) = L(sI(s) - I)

+

v
VvV _
sL
LI,
) " -
KO do(t) . L, ! I(s) W
4{}70 Tai() - }—(::)— V(s) =2+

c v(0-) =Vp sC Vo

S

Figur 6.3: Ekvivalenta kretsar for resistans, kapacitans och induktans i
Laplacedoménen. Begynnelsevirdena representeras med spanningskéallor i
denna figur, men &ven representationer med stromkéllor &r mdjliga. Tank
garna efter hur dessa skulle se ut!

Vi ser att relationerna mellan 7(s) och V'(s) bestar av en del som &r en pro-
portionalitetsfaktor (sC respektive sL), och en del som har med begynnelse-
varden att gora. Resistanser beskrivs av enbart en proportionalitetsfaktor,

v(t) = Ri(t) = V(s)= RI(s)

vilket leder oss till att generalisera begreppet resistans till vad vi kallar vm-
pedans Z(s), enligt (dar vi tillfalligt fortrénger begynnelsevirdena ovan)

1
V=7 = Zr=R, Zo=—, Zp=sL
sC

Eftersom impedansen svarar mot en kvot mellan spanning och strom, har
den enheten ohm, [Z] = (2, och eftersom s vanligtvis &r komplexvird sa &r
impedansen vanligtvis ocksa komplexvard. For att aterinfora begynnelsevér-
dena, kan vi tolka deras bidrag som spanningskéllor enligt figur 6.3.

Exempel: Med hjilp av Laplacetransformen kan vi upprepa analysen av
uppladdningen av en kapacitans, som vi tidigare studerade med nedanstaende
krets
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R t=0

1Y+
Vo C—”— we

I stallet for strombrytaren kan vi anvinda en tidsberoende spénningskélla,
v(t) = Vo H(t), dar H(t) &r Heavisides stegfunktion, eller enhetssteget,

H(t):{o t<0

1 t>0

Stegfunktionen har manga olika beteckningar i litteraturen, bland annat u(t)
och 0(t). Vi far nu kretsen

R

Laplacetransformen av enhetssteget ar L{H(t)} = 1/s, se bilaga B, vilket ger
den transformerade kretsen

R
]
L 1
Ie(s)y  +
ve(0)
i Qe
s
I _ 1
sC— T _
Kirchhoffs spédnningslag ger
Vb ’UC(O) 1 o o % — Uc(O)
=R S Gl =0 = I = e
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Spanningen Vi (s) dr da

o Uc(O) 1 o ’Uc<0) 1 Vb — Uc(O) . Uc(O) VE) — ’Uc(O)
Vols) = s * EI(S) s i sC s(R+ =) s s(sRC + 1)
_ ve(0) N Vo —vc(0) reVo— ve(0) Vo Vo —uc(0)

S S SRC+1 s s—i—%

dér vi gjort en partialbraksuppdelning i sista raden. Det &r nu rattframt att
gora den inversa Laplacetransformen enligt tabell B.2 i bilaga B,

ve(t) = L7H{Ve(s)} = Vo H(t) — (Vo — ve(0)) e /O H(t)

Detta &r precis den 16sning vi fick ut tidigare, men nu har vi ocksa fatt med
mojligheten att begynnelsespanningen v (0) eventuellt inte &dr noll. O
Vi ser att rakningarna med hjéilp av Laplacetransformen och impedans-
begreppet 6verfors pa ett algebraiskt problem i stéllet for ett system av dif-
ferentialekvationer. Det finns dock en del att se upp med:

e De allra vanligaste signalerna kan anses vara tidsharmoniska med en
relativt langsam tidsvariation hos amplitud eller frekvens, dvs av typen
v(t) = Vycoswt, och transienterna &r i sddana fall av mindre intresse.
Det kan da innebéra onddigt mycket arbete att anvianda sig av hela det
maskineri som Laplacetransformen innebér.

e Den inversa Laplacetransformen utfors ofta med hjalp av tabeller som
tabell B.2 i bilaga B. For att kunna utféra denna maste den Lapla-
cetransformerade storheten kunna partialbraksuppdelas, vilket inte ar
ett trivialt problem for stora system.

e Laplacetransformerade storheter har andra enheter &n de ursprungliga
storheterna. Typiskt har en tidsberoende spdnning enheten [v] = V,
medan dess transform har enheten [V] = Vs (ses enklast fran integra-
lerna som definierar transformen).

Detta gor att det finns fog for att utveckla fler analysverktyg, som &r an-
passade till tidsharmoniska signaler. Vi gor detta i nésta kapitel, men forst
visar vi tva mer tillimpningsnédra exempel dar Laplacetransformen visar sig
anvandbar i analysen.

Exempel: En enkel krets for att generera en elektrisk blixt visas i figuren.
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L () diod »—)V/
w_j_% N
t=20
Vo CD C——ve(t) é? blixtlampa
R

Komponenten som betecknas med en triangel och ett rakt streck dr en diod,
som kénnetecknas av att den (idealt sett) bara kan leda strém i en riktning
och upplevs da som en kortslutning, medan den spérrar strom i den andra
riktningen och upplevs da som ett avbrott. Mer om dioder f6ljer i kapitel 10
pa sidan 195. Batteriets inre resistans har forsummats for att forenkla rak-
ningarna.

Kretsens idé &r att ladda upp kondensatorn C' till sa hog spanning att
den kan generera en blixturladdning i blixten till héger. Detta astadkoms
genom att slutaren ovanfér motstandet R forst ar sluten, vilket gor att all
strom genom spolen L gar genom resistansen. Da slutaren 6ppnas, tvingas
strommen ga genom dioden eftersom spolen ar stromtrog och vill bibehalla sin
strom. Denna strom laddar da upp kondensatorn C. Vid en senare tidpunkt
sluts slutaren ovanfor R igen. Kondensatorn kan da inte laddas ur genom R pa
grund av att dioden spéarrar for strém i den riktningen, och slutaren till hoger
ar oppen. Kondensatorn bibehaller alltsa sin laddning och darmed spanning.
Da strommen &n en gang byggts upp i spolen, 6ppnas slutaren ovanfér R igen
och férloppet startar om. Vanligtvis sker detta flera tusen ganger per sekund.
Pa detta satt kan en mycket hog spanning uppnas 6ver kondensatorn, manga
ganger hogre dn batteriets spanning V4. Da spanningen &ver kondensatorn
ar tillrdckligt hog, sluts slutaren till hoger om den och den hoga spanningen
laddar ur 6ver blixtelementet, som omvandlar den hoga spénningen till ljus.

Vi ska nu bestdmma strommen genom dioden i(¢) for en sadan cykel som
beskrivs ovan. Slutaren ovanfor R har varit stdngd en ldangre tid och &ppnas
vidt = 0, dvsi(0) = iy = Vp/R. Vi antar vidare att uppladdningen har pagatt
s ldnge att kondensatorns spanning overstiger batteriets, vc(0) = vy > Vp.
Dioden leder strom endast nir strommen ar positiv.

Vi antar att dioden till att boérja med leder strém och dérmed kan erséat-
tas med kortslutning. Vi kan da transformera hela kretsen, se figur 6.3, till
Laplacedoménen enligt nedan
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Li
sL ’
v Y
s \—
Yo @) Ve é? blixtlampa
s
1
R L
sC T _
Strommen ges nu av
I( ) %"‘LZ‘Q—%O Sio—(vo—%)/L . S Uo—% wWo
S) = = = J—
sL+ - s+ 15 52 4+ w2 wol s+ wd

déar vi infort frekvensen wy = 1/v/ LC. En invers Laplacetransform, se ta-
bell B.2, ger nu

’Uo—v

i(t) = i cos(wot) — Osin(wt) da i(t) >0

WOL

dérefter ar i(t) = 0 eftersom dioden spérrar for negativa strommar. Med
ip = Vo/R finner vi nu att dioden leder strém fram till en tid ¢y, som kan
bestdmmas fran villkoret i(¢y) = 0:

Vo  woL
arctan <—vo—Vo = )

to =

Wo

Lagg marke till att allt eftersom spanningen vy 6ver kondensatorn blir storre,
sa blir denna tid allt kortare. U
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+ wo(t) —
Exempel: For att hejda hjartflimmer krévs B %56\ N
en faltstyrka kring 8 V/em 6ver hjartat, vil-
ket kriver en urladdning pa ca 200-360J ge-  vo()—=C RD ur(t)
nom overkroppen och hjartat under nagra milli- n i) _
sekunder [14, kap. 24.4]. En typisk konstruktion <
anvander sig av en kondensator med kapacitans
C =~ 20 uF uppladdad till Vy ~ 5kV, dar den + Vils) —
hoga spanningen kan astadkommas genom en B | sL N

krets som i foregaende exempel. Urladdningsfor-
loppet kan modelleras genom en krets som i fi-
guren till héger, dar kretsen langst upp ar i tids-
domén for ¢ > 0 med begynnelsevirden ve(0) =
—Vp och i(0) = 0, och kretsen langst ned &r sam-
ma urladdningskrets i Laplace-domén. Spéan-
ningarnas referensriktningar har valts sa att de
ar samordnade med stromriktningen. Resistansen svarar mot kroppens resi-
stans R =~ 502, och induktansen L svarar mot en extra spole inuti hjartstar-
taren som anvéinds for att strécka ut urladdningen i tiden. Vi berdknar nu
strommen som funktion av tiden for att demonstrera spolens roll. I Laplace-
doménen ger Kirchhoffs spanningslag

Vr(s) +Vi(s) +Vo(s) =0 = <R+SL+$>I(S):E

Detta innebar

Vo Vo/L Vo/L
I(s) = R+s?L+L1 @2i1gBy L~ R\2 | 1 R \?2
sfvts c Ststtie (s+aE) +ie— (5)

Fran Laplace-transformtabellen pa sidan 258 far vi nu

Vo eart : 1 R\’
LC

2L

o el ( t [20/R 1) Het)
= in —
R/2 /[2r/R 2L/R\ RCY/2
/ Ve — 1 / /

—t/7L t
= Ioe—sin (— L 1) H(t)
1

TL TV Tc
=

dér vi infort beteckningen I, = V;/(R/2) och tidskonstanterna 7, = 2L/R
och 7¢ = RC/2. Den normerade strommen i(t) /[y avbildas i figur 6.4 {or ett
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— 7/7c =00

- 1/ =10
0.47 I/ ¢
/70 = 2.0

- Tp/Te =40

0.3+ ': ;5"

i(t)/ 1o

0.2H -\

e T TE R

Figur 6.4: Urladdning av hjéartstartaren vid olika virden pé kvoten 7 /7c =
4L/(R?C). Okande virde pa induktansen ger en lingre puls, men édven en

strém som ibland blir negativ.

antal virden av kvoten mellan tidskonstanterna 7, /7¢. Det ses att pulsen kan
ges nérapa dubbel utstriackning i tiden genom att vélja L sa att 7, /7¢c =~ 3,

beroende pa hur stor undersldng efter den stora pulsen som kan accepteras.
O
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Kapitel 7

Tidsharmoniska signaler

I detta kapitel ska vi studera fortvarighetstillstand for signaler med en fix
frekvens, dvs signaler av typen

v(t) = Vi cos(wt + 0)

Fran var diskussion om transienter i foregaende kapitel ser vi att om kéllorna
har ett tidsberoende av denna typ, sa kommer alla strommar och spédnningar
i kretsen att ha motsvarande tidsberoende (efter att eventuella transienter
har dott ut).

Dessa signaler kallas tidsharmoniska, och &r mycket viktiga ur tillimp-
ningssynpunkt. Fran matematiken ar det klart att alla signaler som har éndlig
energi, dvs dr kvadratiskt integrerbara, kan beskrivas med en Fourierserie
eller Fouriertransform, diar man skriver den totala signalen som en summa
av signaler pa ovanstaende form. Detta gor cosinussignalen till en viktig signal
att studera; om vi kan hantera cosinussignaler, kan vi hantera i princip alla
signaler.

Ofta &r det dessutom bara en eller ett fatal frekvenser som &r av primart
intresse. Nedanstaende exempel visar ett par vanliga exempel i vardagen.

Tillampning Frekvens
Hushallsel 50 Hz
FM-radio ca 100 MHz
TV ca 200 MHz
Mobiltelefoni | ca 1-2 GHz
Mikrovagsugn | 2.45 GHz

Radio- och TV-frekvenserna beror bland annat pa var i landet man befinner
sig, och mobiltelefonifrekvenserna beror till exempel pa vilken generation
man anvinder sig av.

143
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— v(t)=Vjcos(wt)
----- v(t)=Vjcos(wt+m/3)

t)T

Figur 7.1: Tva typiska tidsharmoniska signaler som funktion av tiden. Bada
har amplitud V4. Den heldragna kurvan har fas § = 0, och den streckade har
fas § = w/3 = 60°. Lagg mérke till att en positiv fas betyder att signalen
ligger fore i tiden.

7.1 Tids- och frekvensplan'

Den tidsharmoniska signalen v(t) = V; cos(wt+6) beskrivs av tre parametrar:

Vo amplitud
w  vinkelfrekvens

§ fas

Vinkelfrekvensen kan ocksa uttryckas med frekvensen f och periodtiden T
enligt w = 2w f = 27/T. Fasen 6 anger hur mycket signalen liknar en referens-
signal coswt. Nar en signal dr helt "ur fas” svarar detta mot 6 = 7w = 180°, och
vi har da cos(wt 4 ) = cos(wt + m) = — coswt. Exempel pa tidsharmoniska
signaler finns i figur 7.1.

I foregaende kapitel har vi tidigare anviant oss av tidsberoenden i stil med
v(t) = Ve, dir s ofta dr komplexvird eller till och med rent imaginér,
s = jw. Vi sdg da att faktorn e*! forsvann fran rikningarna och vi fick bara
amplituden V' kvar. Ett problem med denna representation ar att v(t) med
nodvandighet blir komplexvéard, och vi vet att verkliga signaler alltid &r re-
ellvirda. Vi kommer runt detta problem genom att lata den tidsberoende
signalen ges endast av realdelen,

v(t) = Re{V ¥}

1Kallas ocksé ofta tids- och frekvensdomén
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Vi hade lika gérna kunnat vélja att studera imagindrdelen, vart val brukar
kallas for realdelskonventionen. Denna sorts riakningar kan ocksa goéras med
Fouriertransformerade storheter.?

Antag nu att det komplexa talet V' har amplitud |V| = V4 och argument
argV = 0, sd att V = [V]e®8V = Ve’ 1 det komplexa talplanet svarar
detta mot nedanstaende bild,

AImV

V]

» ReV

dér |V] &r lingden pa vektorn i figuren, och 6 &r vinkeln mot reella axeln. Vi
far da

v(t) = Re{V &'} = Re{V} el? '} = Re{V} ej(w““@)} = Vp cos(wt + 0)

och har fatt precis den sorts signal som vi ville studera.
Det finns alltsa tva sétt att representera signalen:

Tidsplanet ‘ Frekvensplanet
v(t) = Vocos(wt +0) |V =Vpel

Lagg marke till tva saker med dessa representationer:

e Signalen i tidsplanet, v(t), ar reellviard. Inga imaginédra enheter eller
andra komplexa storheter ska inga.

e Signalen i frekvensplanet, V', beror inte pa tidsparametern. Inga uttryck
som innehaller ¢ ska inga.

Vi anvinder sma bokstéver, v(t), for att beteckna tidsberoende storheter, och
stora bokstaver, V', for att beteckna amplituder i frekvensplanet. Vi kommer
ocksa ofta att siga "komplex amplitud” for att podngtera att V' i normalfallet
ar ett komplext tal.

2Med Fouriertransformen méaste vi rikna med distributioner: F[V; cos(wot + 0)] =
Vor (el §(w — wo) + e3¢ §(w + wp)). Realdelskonventionen ger amplituden for positiva fre-
kvenser sdndr som pé en faktor 7.



146 KAPITEL 7. TIDSHARMONISKA SIGNALER

7.2 Impedans

Med representationen v(t) = Re{V &'} ser vi att dv(t)/dt = Re{jwV ¢},
dvs derivering med avseende pa tiden i tidsplanet svarar mot multiplikation
med jw i frekvensplanet. For de tre grundlaggande kretselementen resistans,
kapacitans och induktans innebér detta

Tidsplanet Frekvensplanet

e O S 10)

1%
] — VvV =RI
I —gR

y

o) Ll
"' - do(t .

A | T vl
C jwC
v(t) iy 1%

el NC) WS LAY Rl S G Y

it) L I 5wL

Liknande relationer visades for ett godtyckligt komplext s i Laplacedoménen
pa sidan 135. Vi skiver ofta ut impedansen vid kretselementet i frekvens-
planet. Dér ingick kéllor som modellerade begynnelsevirden, men eftersom
vi endast studerar fortvarighetstillstand for tidsharmoniska signaler i detta
kapitel finns de inte med. I tillampningar utgar vi oftast fran tidsharmoniska
signaler (s = jw) snarare dn godtyckliga s (Laplacedoménen). Vi upprepar
darfor definitionen av impedans, och ger lite ytterligare terminologi.

For ett allmdnt kretselement definieras impedansen Z och admittansen
Y = 1/7 av forhallandet mellan strém och spanning i frekvensplanet enligt

v
t - 1

—— b V =Zlrespektive [ =~V =YV
I 7 A

Real- och imaginérdelar har namn enligt

Z = R+ jX = impedansen
R = resistansen

X = reaktansen

Y = G + jB = admittansen
G = konduktansen

B = susceptansen
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tidsdomén, diff.ekv. 1 frekvensdomén, alg.ekv.
@—F 1 Vycoswt 'V-I—LV—E
dt " RC'~ RC WY TR T RC
2
tidsdoman, 16sning frekvensdoman, 16sning
o(t) = Vj cos(wt — arctan(wRC) |.3 Ve Vo
1+ (WRC)? 14 jwRC

Figur 7.2: Berdkning av 16sning med transformteknik.

Vi kommer i denna bok endast i undantagsfall tala om admittans, konduktans
och susceptans.

Impedanserna for kapacitans och induktans &r helt imagindra. Man bru-
kar séiga att de ar helt reaktiva element, och klassificerar en godtycklig im-
pedans enligt

Z &r induktiv om reaktansen X = Im(Z) > 0
Z ar kapacitiv om reaktansen X =Im(Z) <0

Vidare ar elementet passivt om resistansen R = Re(Z) > 0.

7.3 Kretsanalys i frekvensplanet

Vi ska nu se hur vi kan analysera kretsar for tidsharmoniska signaler. Vara
priméra verktyg dr Kirchhoffs stréom- och spanningslag, som fortsétter att
gilla dven da vi studerar problemet i frekvensplanet:

v1(t) + va(t) + vs(t) = 0 Vi+Va+V3=0

Eftersom var héarledning av formler for serie- och parallellkoppling, och gi-
vetvis hela metodiken for nodanalys, endast vilade pa Kirchhoffs lagar, ser
vi att de metoder vi anvinde for att analysera resistiva natverk i kapitel 2
nu gar att anvinda pa kretsar med godtyckliga impedanser.

Lat séga att vi har fatt givet att en kélla i problemet &r tidsharmonisk, siag

vs(t) = Vpcos(wt + ). Analysmetoden ar da enligt f6ljande, dven illustrerat
i figur 7.2:

1. Transformera kretsen (dvs kéllan och alla ingaende kretselement) fran
tidsplanet till frekvensplanet.
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2. Beridkna de 6nskade storheterna med samma metoder som vi anvinde
for resistiva natverk (nodanalys, serie- och parallellkoppling, Thévenin-
och Nortonekvivalenter).

3. Transformera tillbaka den 6nskade storheten till tidsplanet.

Ibland ar det inte nédvéandigt med det sista steget, som vi ska se senare kan
till exempel effekten som utvecklas i ett kretselement berdknas direkt fran
de komplexa amplituderna i frekvensplanet.

Exempel: Bestdm strommarna ig(t), ic(t) och i (t) i nedanstéaende figur
da v(t) = Vj cos(wt). Plotta strommarna i tidsplanet och i frekvensplanet for

fallet w = 1rad/s, Vo =1V, R=1Q, L=2H och C =0.7F.

in(t) i () ic(t)y
o @) R L (G —

Losning: Anvind de tre stegen enligt
1: Transformation till frekvensplanet. Vi anvinder Re-konventionen for
att definiera strommarna i frekvensplanet (komplexvirdena). Detta ger

Den ekvivalenta frekvensplankretsen nedan erhalls med hjalp av kretselemen-
tens impedanser.

1
Vo C_D et jwC — T

2:  Berdkning av strommarna i frekvensplanet (komplexvérden).
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Ohms lag ger o+Im
% 1
In=5=1A Y
Io = jwCVy = 0.7j A Ir Re
v 0.5 05 1.0
_ Y0 _ _nE;
I, = Wl 0.5j A sV,

Dessa komplexa tal kan representeras med vek-
torer i det komplexa talplanet enligt figur till
hoger.
3: Transformation tillbaka till tidsplanet. Vi skriver férst komplexviarderna
pa poléar form for att kunna transformera tillbaka till tidsplanet

-
I = EO —1A
Io = wCVye™? = 0.7¢72 A
—jm/2 )
L= e s A
wlL

De tidsberoende storheterna erhalls nu genom realdelskonventionen enligt

ir(t) = Re{lg '} = Re{% i = %cos(wt) = cos(wt) A
ic(t) = Re{Ic &'} = Re{wCV, &“H™/2Y = L,CV, cos(wt + 7/2)

= 0.7 cos(wt + 7/2) A

() = Re{I1, e!} — Re{r—% eilet=m/2)y _ wv—z cos(wt — 7/2)

= 0.5cos(wt — 7/2) A

En grafisk representation av dessa uttryck &r

dér vi ser att strommen genom resistansen har fas noll, strommen genom
induktansen har negativ fas (ligger efter i tiden), och strommen genom ka-
pacitansen har positiv fas (ligger fore i tiden). O
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Exempel: Kretsen nedan ér given, dar killan vy, (¢) ar tidsharmonisk, vy, () =
Vo coswt. Vi ska beridkna spénningen 6ver kapacitansen som funktion av ti-
den.

R

Vin (t) C :

1. Transformation till frekvensplanet. Med vy, (t) = Vycoswt = Re{V,e*'}
har vi komplexa amplituden Vi, = Vj, och erhaller kretsen nedan.

Vo —

_I_
VvV

2. Analys av kretsen. Spanningsdelning ger
Z¢ 1/(jwC) 1

V=cg—=—"7Vin=
Zc+ Zr

S C iV /A S VA
1/GwC)+R ° 1+jwRC°
3. Transformation till tidsplanet. For att transformera till tidsplanet behéver
vi den komplexa spanningen V' pa polar form. Absolutbeloppet &ar
1 1
V= , Vo = 1%
V] 11+ jwRC| 0 1+ (WRC)? 0

och argumentet ar

argV = arg(Vp) — arg(l + jwRC) = — arctan (@) = —arctan(wRC)

dér minustecknet kommer fran att talet 1 4 jwRC star i ndmnaren (vi har
ju allmént sambandet arg(z;/z2) = arg(z;) — arg(zy) for komplexa tal, och
arg(Vp) = 0 eftersom V; ar ett reellt tal).

Sammantaget far vi det tidsberoende uttrycket

v(t) = Re{V &'} = Re{|V]¥8" &'}

= Re ‘/0 efj arctan(wRC) ejwt
1+ (WRC)?

= Yo cos(wt — arctan(wRC))

V14 (wRC)?
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Kommentar: Om det i liknande uppgifter upplevs som svart att beridkna
argumentet rekommenderas att rita figurer i komplexa talplanet, och identi-
fiera argumentet som en vinkel. En vanlig fallucka handlar om att berdkna
argumentet for ett tal som z = —a+jb, ddr a > 0 och b > 0. Argumentet har
ar inte arctan(b/(—a)), utan arg(z) = m+arctan(b/(—a)) = m —arctan(b/a).
Detta inses troligen enklast genom att betrakta en figur enligt nedan.

uIm
y4 oo b
i arg z
r \
—a Re

Hér syns att ¢ = arctan(b/a), och p+arg(z) = 7. Man kan ocksa anvénda z =
—a+jb = —1(a—jb) och att arg(z) = arg(—1)+arg(a—jb) = m—arctan(b/a).
U

7.4 Begreppet effekt

Vi ska nu se att viktiga slutsatser om effektutvecklingen kan dras direkt fran
resultat i frekvensplanet, utan att behova ga tillbaka till tidsplanet.

7.4.1 Tidsmedelvardet av utvecklad effekt

For ett allmént kretselement géller att den tidsberoende effekten som ut-
vecklas i elementet ges av
p(t) = v(t)i(t)

Om vi nu sétter in var representation av tidsharmoniska signaler, far vi

j j Lo 1 .
p(t) = Re{v e]wt} Re{] eJ“’t} = 5 (V eJWt +V* e_J‘*’t) 5 (I e,]u.nf 4T e—Jwt)

| . 1 . 1
= (VI GV I e ™ 4V + V1) = S Re{VI™} + S Re{VI'}

A

dér vi anvént oss av Re{z} = 1(z+2*). For tidsharmoniska signaler ér det na-
turligt att studera den energi som utvecklas under en period, dar periodtiden
ar T' = 27 /w. Divideras denna energi med periodtiden far vi tidsmedelvérdet
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av den utvecklade effekten, dvs hur mycket effekt som i medeltal utveck-
las i elementet. Detta svarar mot (dér tidsintervallet [0, 7] kan erséttas med
[t1,t1 + T for godtyckligt t;)

1/T (t)dt = 1/T 1R{Vlej2”t}+1R{V]*} dt
T), YT ) \e 2
11 1 b 1 L1
_ 1 1R{LVI( j2T 0)}+1R{V1*}T —lR{V]*}
T\ TS ST — 2

=0
Vi ser alltsa att tidsmedelvdirdet av den utvecklade effekten i en godtycklig
komponent, betecknad P, kan beridknas direkt fran resultat i frekvensplanet:

P—l/T (t)dt—lR{V]*}
T ), BT

Detta antyder att det komplexa talet

1
= — [*
S 2V

ar av sarskild betydelse. F6ljande namn anviands for denna storhet

S = P+ jQ = komplex effekt [S] = VA
P = Re{S} = aktiv effekt [P] =W
Q) = Im{S} = reaktiv effekt Q] = VA,

Aven om alla dessa storheter S, P och @ uppenbarligen har precis samma
fysikaliska enhet, brukar man dnda skilja dem at enligt ovan for att markera
att de olika effekterna har olika tolkning. Det &r bara den aktiva effekten P
som svarar mot reell effektutveckling, och déarfor ges den enheten W, watt.
Den reaktiva effekten () svarar mot energi som é&r tillfilligt lagrad i induk-
tanser och kapacitanser, och ges déarfor en vagt avvikande enhet, VA,, som
utléses "volt-ampere-reaktiv”’. Den komplexa effekten .S ar en kombination av
dessa tva, och ges enheten VA, "volt-ampere”. Ibland kallas absolutbeloppet
av den komplexa effekten, |S|, for skenbar effekt.

7.4.2 Effektivvarde
1

Faktorn ; som ingér i definitionen av komplex effekt har behandlats olika

genom historien. Framf{or allt inom elkraftindustrin anvinder man sig av be-
greppet effektivvdrde, pa engelska "root mean square”, forkortat "rms”. Detta
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utgar fran en énskan om att den aktiva effekten ska ges av produkten mellan
strom och spénning utan nagon faktor %, vilket medfor

VI
= Re{—=—=} = Re{Vims [,
{55 = Rel }

P = Re(VI'}
Det enda som skiljer effektivviarden for strom och spéanning fran toppvérden
(som vi har anvént hittills och kommer fortsétta anvénda), dr alltsa en faktor
1/4/2 samt om faktorn 1/2 ska inga i effektformeln eller inte. Rent matema-
tiskt kommer faktorn fran integraler av typen % fOT cos?(wt) dt = %, och blir
nagot annorlunda om signalen till exempel ar formad som en fyrkants- eller
triangelvag i stéllet for en cosinus.
Den spénning som anges for vigguttagen, 230V, ar i effektivvirdesskala.
Det innebér att toppvirdet ar v/2 - 230V &~ 325V,

7.4.3 Impedans och effekt, effektfaktor

For en godtycklig impedans har vi sambandet V' = Z[ mellan strom och
spanning. Detta medfoér att den komplexa effekten blir

1., 1 , 1 9

S = §VI = §ZII = QZ\I]
Detta visar att den komplexa effekten har samma argument som impedansen.
Det innebér bland annat att tecknet pa den reaktiva effekten, (), ar direkt
relaterat till tecknet pa reaktansen, X, och klassificeringen av impedanser
som kapacitiva eller induktiva kan ocksa tolkas som en klassificering av hur
den reaktiva effekten beter sig. For de tre grundlaggande kretselementen har
vi da

Resistans: Zr = R, dvs Pg > 0 och Qr = 0.

Kapacitans: Z¢ = WLC = —j—=, dvs Po =0 och Q¢ < 0.

Induktans: 7}, = jwl, dvs P, =0 och @y, > 0.

Nedanstaende visar de tva typfallen av effektutveckling i en godtycklig impe-
dans.
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iQ=1jlQ|

P =|P|
Induktiv belastning Kapacitiv belastning
() och ¢ positiva @ och ¢ negativa

Uppenbarligen ges storleken av den aktiva effekten av

P =|S|cos¢

dér —m/2 < ¢ < /2. Faktorn cos ¢ kallas for effektfaktorn, och &r ett direkt
matt pa hur stor del av den skenbara effekten som omvandlas till andra
energiformer, till exempel viarme. Eftersom vinkeln ¢ = arg(Z), har vi

p = arg(Z) = arg(V/I) = arg(V') — arg(/)

och kan alltsa tolkas som fasskillnaden mellan spénning och strom for impe-
dansen. For att fa hog aktiv effekt i en komponent, ska alltsa fasskillnaden
mellan spénning och strém vara sa liten som mojligt.

Den totala komplexa effekt som utvecklas i en krets &r summan av de kom-
plexa effekter som utvecklas i de olika komponenterna, oavsett om dessa ar
serie- eller parallellkopplade. Detta ar en konsekvens av energikonservering:
den effekt som forbrukas i en komponent maste balanseras av effektproduk-
tion i nagon annan, pa sa vis att den totala effektutvecklingen i en fullstéandig
krets (inklusive kéllor) &r noll. Denna princip géller savil for den komplexa
effekten S som for den tidsberoende effekten p(t) i varje tidségoblick.

7.4.4 Faskompensering

Eftersom elektriska motorer ofta bestar av olika former av lindade spolar,
far de ofta en impedans som ar kraftigt induktiv. Eftersom man inte vill att
reaktiv effekt ska floda fram och tillbaka i ledningarna till motorn, parallell-
kopplar man ofta motorn med en ldmplig kapacitans. Den totala komplexa

effekten blir da

Stot = Smotor + SC = Pmotor + ijotor + JQC
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Kapacitansen C' viljs sa att Quotor + Q¢ blir sa liten som mojligt (kom ihag
att Qmotor > 0 eftersom den &r induktiv och Q¢ < 0). Detta kallas for att
faskompensera en belastning.

Omvént kan en kapacitiv belastning faskompenseras genom att koppla in
en induktans (det kan vara lampligt att koppla denna i serie s& att den inte
agerar som kortslutning for likstrommar). Observera att det fortfarande finns
stora reaktiva effekter, men genom faskompenseringen far vi vissa mojligheter
att valja vilka ledningar som ska béra de starka strémmarna, och behover
dérmed inte 6verdimensionera hela systemet.

Exempel: En motor ar kopplad till en spanningsgenerator som ger spann-
ingen Vy = 325V (230V i effektivvirdesskala) vid frekvensen 50 Hz. Motorns
effekt &r P = 600 W. Motorn dr induktiv (kan modelleras med en induktans
i serie med en resistans) med effektfaktorn cos¢ = 0.8.

96 v® =ik

a) Vad dr motorns reaktiva effekt?
Med den komplexa effekten S = P 4 j@ = [S|(cosp + jsing) =
P(1 + jsinp/cosy) finner man att ¢ = Psinp/cosp. Sambandet
1 = cos? ¢ + sin? ¢ ger sin ¢ = 0.6 eftersom @ och sin ¢ dr positiva for
induktiva belastningar. Totalt @ = 3P/4 = 450 VA,.

b) Hur stort ar strommens toppvérde, ||, i ledningen till generatorn?
Den skenbara effekten |S| = [Vy||I]/2 ger strommens toppvérde

25| 2P

= ~4.6A
Vol [Volcose

1] =

dér vi anvéint att P = |S]|cos p.

c) Hur stor kapacitans C' ska parallellkopplas med motorn for fullstandig
faskompensering?
Den reaktiva effekten i kondensatorn, (Q¢, ska slidcka ut den reakti-
va effekten 1 motorn vid fullstdndig faskompensering. Anvéand att den



156 KAPITEL 7. TIDSHARMONISKA SIGNALER

komplexa effekten i kondensatorn ar

1., Vol?. :
So = 5Volt = - ;' jwC = iQc
och diarmed Q¢ = —|Vp|?wC/2. Med Q + Q¢ = 0 bestéims slutligen
kapacitansen till
3P
= ——— = 27TuF
2|Vo|2w a

d) Hur stort ar strommens toppvérde, |I;], i ledningen till generatorn efter
inkoppling av en sadan kapacitans?
Foljer 16sningen till b) men med Sy, = P (eller cos gy = 1) eftersom
den totala reaktiva effekten ar 0. Det ger strommen

Al _ 2P a7 p

[ p— p—
AR

7.5 Effektanpassning

Pa samma sétt som for helt resistiva nétverk, kan vi omvandla ett godtyckligt
linjart ndtverk i frekvensplanet till en Théveninekvivalent (eller Nortonekvi-
valent).

Zy

Ekvivalenten bestdms pa precis samma siatt som tidigare genom att berdkna
tva av foljande storheter: tomgangsspanning V,, = Vi, kortslutningsstrom
Iy = I, eller inre impedans (Théveninimpedans) Z;. Dessa relateras sedan
genom

Vi = Zyd,

Ett viktigt problem som gar att analysera med Théveninekvivalent &r effekt-
anpassning, dar det géller att avgora vilken belastning 77, i kretsen nedan
som ger maximal (aktiv) effektutveckling da den kopplas in.
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Zy a
b

Strommen och spanningen i lasten blir

Vi 2,
= och V; = Vi
7o + 7, Lzt

I,

Detta ger att den komplexa effekten i lasten &r

1 1 Z
= JWli = [

S — -
2 |ZL + Zt|2

Den aktiva effektutvecklingen ges av realdelen av detta uttryck. Precis som i
avsnitt 2.8 pa sidan 45, kan vi nu maximera denna effekt genom att derivera
uttrycket med avseende pa det vi kan variera och soka nollstéllen. Beroende
pa hur stor valfrihet vi har att vélja impedansen Zj, erhaller vi da olika fall,
varav tva tas upp har.

71, kan viljas helt godtyckligt. Maximal aktiv effektutveckling fas genom
valet 71, = ZF = R; — jX;. Om Théveninekvivalenten ar induktiv
(X; > 0) ska alltsa lasten viljas kapacitiv (Xp, < 0), och vice versa.

71, kan endast viljas helt resistiv. Maximal aktiv effektutveckling fas ge-
nom valet Z;, = Ry, = |Z|, dvs lasten ska svara mot absolutbeloppet
av inre impedansen.

Effektutvecklingen i det senare fallet dr givetvis mindre &n i det forra (tank
efter varfor detta &r sjélvklart!).

7.6 Elenergi i Sverige

Elproduktionen i Sverige ar ca 170 TWh per ar vilket motsvarar en medelef-
fekt pa ca 19 GW. Den ar baserad pa ungefar lika delar vatten- och kirnkraft.
Pa senare ar har andelen fran alternativa energikéllor, fraimst vindkraft, ckat
men den &r fortfarande relativt liten. Figur 7.3 illustrerar eltillforseln i Sve-
rige per ar under de senaste aren och motsvarande medeleffekt per manad.
Vattenkraften kommer framst fran de norrléndska &lvarna. Det storsta
vattenkraftverket &r Harspranget i Lule &lv som ger knappt 1 GW men de
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Nettotillférsel av el-energi, GWh efter Eltilforsel netto, GWh efter
produktionsslag och ar. produktionsslag och manad.
200 000 Giwn 24000 GWh
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= = = S S ] S £ = = = = = =
= & g = = o 3 = = ~ @ = 2 2
ar ménad
I v attenkraft I solkraft - vattenkraft(inkl pumpkraf, EEM mottryck, industrielt
B kirnkraft  konventionsll virmekrat, n.eﬂa [W00 mottryck, kraftvérmeverk
- konventionell virmekrat, kondensprodukdon B vindkraft konventionell varmekaf
fjdrrvarme konventionellvirmekraf, B kirnkraft (kondens), neto kondensprodukiion
konventionell virmekraf, gasturbin- ach annan produkion solkraft konvention el varmekraft
industri 0 import konventionell varmekraf, gasturbin- ech annan produkdon
I vindkrat o import
Kélla: Statens energimyndighet Kiélla: Statens energimyndighet

(a) (b)
Figur 7.3: Eltillforsel i Sverige. (a) Per ar. (b) Per manad. Data fran SCB.

flesta verken &r pa nagra hundra MW. Det kan jamféras med kdrnkraftverken
som ocksa ger omkring 1 GW per reaktor.

Industri f6ljt av handel och hushall forbrukar det mesta av elenergin.
Den levereras fran kraftverken med ett stamnét (trefassystem pa 50 Hz) pa
220 — 400kV, dar spanningen ar given i effektivvirdesskala. Den hoga span-
ningen ger en lag strom vilket minskar ledningsférlusterna. Spanningen trans-
formeras dérefter ner i flera steg till de 400V och 230V som vi finner i vara
hem.

Produktionen av 19 GW motsvarar en medeleffekt pa ca 2kW per per-
son. I tabellen nedan visas effektférbrukningen for nagra vanliga hushallpro-
dukter. Observera att forbrukningen varierar mellan olika produkter och att
tabellen inte géller samtliga produkter.
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Effekt Strom (effektivvérde)
Dator 50 — 350 W 02—15A
TV 50 — 250 W 02—11A
Kyl/Frys 100 — 150 W 04—-0.6A
Dammsugare 1—2kW 4.3—-87A
Vattenkokare | 2 —2.4kW 8.7—10A

Tabellen anger dven stromstyrkan i effektivvardesskala som kravs for att
driva produkterna vid spanningen 230V och effektfaktorn cos ¢ = 1. Elpro-
dukter, byggnader, elsystem och anviandare skyddas av olika sakringar. I vara
hem férekommer ofta sékringar (t.ex. proppar) pa 6,10, 16 A (effektivvéirde).
I dldre hus och ldgenheter dar det fortfarande &dr vanligt med 6 A sédkringar
kan det vara problematiskt att anvinda flera apparater samtidigt.

Detta &r en mycket kortfattad oversikt om energiférbrukningen i Sveri-
ge. Det finns mer data om energiférbrukningen i Sverige och 6vriga varlden
pa www.scb.se (Statistiska Centralbyran) och www.iea.org (International
Energy Agency).

Exempel: Ange vilken effekt som krévs pa en vattenkokare for att virma
11 vatten fran 10° till 100° pa 3 min. Ange ocksa effektivviardet pa strommen
som driver vattenkokaren. Hur manga vattenkokare kan (i medel) maximalt
anvandas samtidigt i Sverige?

Anta att viarmeforluster ar sma och att all elektrisk energi omvandlas till
viarme. Anta ocksa att vi inte kan importera nagon elenergi.

Att virma en liter vatten en grad kraver 1kcal ~ 4.2kJ = 4.2kWs vilket
totalt ger 378 kWs for att hoja temperaturen 90°. Med 180s blir darmed
effekten 2.1 kW. Strommen ges av 2.1kW/230V ~ 9.1 A.

En produktion i medel pa 19 GW begréinsar antalet till 19 GW /2.1 kW =~
9 - 106 stycken eller nistan en per person. Il


www.scb.se
www.iea.org
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Kapitel 8

Spektrumanalys

I foregaende kapitel har vi studerat hur en krets kan analyseras for en en-
skild frekvens. Som resultat sag vi att de metoder som ursprungligen an-
vandes for resistiva natverk ocksa gick att anvinda for analys vid en given
frekvens. Ett viktigt begrepp for tidsharmoniska kretsar dr impedans, som
beskriver forhallandet mellan spanning och strom for en komponent. Fran ut-
trycken for impedansen for kapacitans (Z¢ = 1/(jw(C)) respektive induktans
(Z1, = jwL), drar vi slutsatsen att impedansen vanligtvis &r en komplexvérd
storhet som beror pa frekvensen w. I avsnitt 8.4 kommer vi att visa hur dessa
enkla impedansmodeller kan utvidgas och goras mer realistiska for en verklig
kondensator respektive spole.

I detta kapitel ska vi studera komplexvarda funktioner av samma typ som
impedansen, med sérskilt fokus pa hur de kan askadliggéras som funktion
av frekvensen. Detta ger oss verktyg for att sdtta samman resultat for alla
frekvenser och ge tolkningar av kretsars beteende pa systemniva.

8.1 Overforingsfunktion

Impedans ar ett utméarkt hjalpmedel for att studera en enskild komponent,
men det ar ofta intressant att titta pa ett helt system, som kan besta av flera
komponenter. Vart typproblem kommer att vara enligt nedan.

+ +
Vgn Vut

161
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Den komplexa spanningen Vi, kan vara definierad av en spanningskalla som
i figuren, eller av ett mer avancerat natverk. Det kan ocksa vara sa att savil
insignal som utsignal i sjdlva verket ar en strom i stéllet for en spanning. Den
gra ladan svarar mot ett natverk som kan innehalla godtyckliga komponenter,
inte bara passiva utan dven aktiva. De ingaende komponenterna férutsatts
dock vara linjéra, vilket &r nodvéndigt for att vi ska kunna behandla varje
frekvens for sig utan koppling till andra frekvenser.

Den hér sortens lador har manga olika namn. Pa engelska talar man ofta
om "two port network” (tvaportsnétverk, eftersom det finns tva portar, en in
och en ut), i andra sammanhang talar man om filter. Ett annat vanligt namn
ar fyrpol, som helt enkelt betyder att vi har fyra anslutningar.

Ladan kan beskrivas av sin 6verforingsfunktion, som ar forhallandet mel-
lan in- och utsignalernas Laplacetransformer for alla frekvenser (i detta sam-
manhang ar Laplacetransformen att betrakta som standardverktyget, vi kom-
mer senare ersitta s med jw och &r da tillbaka i det tidsharmoniska fallet),

Vit ()
Vin(s)

Viels) = H(s)Vials) = H(s) =

Overforingsfunktionen blir vanligtvis en kvot mellan tva polynom i s, dér
polerna! bestdmmer stabiliteten i systemet. I de fall vi studerar, nitverk
med passiva kretselement, kommer alla poler att hamna i vanster halvplan i
det komplexa talplanet och vi har ett stabilt system. Vi kommer inte expli-
cit att studera poler och nollstéllen till 6verforingsfunktionen i denna bok,
vilket ofta ar intressant till exempel i olika forstarkarkopplingar som utnytt-
jar aterkoppling. Vi ska i stéllet framst studera overforingsfunktionen som
en relation mellan tidsharmoniska signaler, dvs s = jw, vilket vi podngterar
genom att skriva H (jw).

Vi ser att amplituden av 6verforingsfunktionen svarar mot forstarkningen
av insignalens amplitud, medan argumentet svarar mot fasskillnaden mellan
in- och utsignal:

oy V(@)

arg (H(jw)) = arg (Vi (w)) — arg (Vin(w))

dér vi atergatt till att beskriva spidnningarna som funktioner av enbart w.

IF6r en kvot mellan tva polynom H(s) = p(s)/q(s), anviinds terminologin att nollstil-
len till tdljaren p(s) &r nollstéllen till H(s), medan nollstéllen till ndmnaren g(s) &r poler
till H(s). Vi forutsitter hdr att polynomen har reducerats si att gemensamma faktorer
for polynomen har forkortats bort. Se till exempel [19] f6r mer om poler och nollstéillen
till 6verforingsfunktioner.
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Exempel: Om vi har en given insignal pa formen
vin(t) = Vocos(wot +0) = Vin(wo) = Ve

och overforingsfunktionens virde for frekvensen wy ar H(jwg) = Hp, sa ges
utsignalen av

Vi (wo) | = [Ho|Vo

= uy(t) = |Ho|W t+ Hy) + 0
arg (Via(wn)) = axg(Ho) + 6 talt) Il oo ot F szs(ffa) £

Da vi betraktar en enskild frekvens wy kan alltsa det tidsberoende uttrycket
for utsignalen erhallas direkt fran amplitud och fas for insignal och Gver-
foringsfunktion vid den givna frekvensen. U

8.1.1 Belastning

Det sétt som vi definierat overféringsfunktionen pa bygger pa att utgangen
ar obelastad, dvs vi studerar tomgangsspanningen som utsignal. Det finns
ofta nagonting inkopplat pa utgangen, vilket kommer att dndra utsignalen
och dérmed paverka overforingsfunktionen. Ett enkelt satt att se detta &r
foljande system:

o o
+ o +
V;n Vut RL

Dé& ingen last kopplas in (R, = oo) ar utgangsspanningen Vi, = Vi, dvs H =
1. Da en éndlig last kopplas in ges utgangsspanningen av spénningsdelning
som Vi = %Vin, dvs H = Rf}rR. Om belastningen har hog impedans
(R, — o0), ser vi att overforingsfunktionen H — 1, dvs vi aterfar den
ursprungliga 6verféringsfunktionen. Verkliga filter anpassas ofta till nagon
standardbelastning, typiskt Ry, = 502 eller 752, men vi gar inte in pa detta.
Vidare anvander man ofta aktiva komponenter som operationsforstéarkare i

implementeringen, mer om det i kapitel 12.

8.1.2 Kaskadkoppling

En viktig egenskap for overforingsfunktioner ar att man i viss man kan an-
vanda dem for att berdkna effekten av kaskadkoppling av system. Om vi har
tva nétverk enligt nedan,
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+ + + +
Vini 1 Va1 Vin2 2 Va2

och kopplar ihop dem, dvs Vi1 = Viue, erhaller vi den totala Gverforings-
funktionen

Viee  Vatz Van
Vit Vin2 Vim
Da tva system kopplas ihop pa detta satt, erhaller vi alltsa den totala Gver-
foringsfunktionen som produkten av overféringsfunktionerna for respektive
system.

Varning! Som vi sag tidigare, sa kan overforingsfunktionen éndra sig
beroende pa belastningen. Overforingsfunktionen H; ovan maste dérfor be-
riknas i det fall da system 1 ar belastat med system 2, vilket gor att kas-
kadkoppling inte alltid ar enkel att analysera. Om system 2 har tillrackligt
hog ingangsimpedans, kan det dnda vara befogat att anvanda Gverforings-
funktionen H; beriknad med tomgangsspanningen som utsignal. Aven om
vi vet att det ar fel, kan kaskadkoppling tjdna som en forsta approximation
for att fa en uppfattning om ett mer komplext system, bestaende av flera
delsystem.

H = = H.H,

8.2 Bodediagram och decibelskala

Det ar vanligt att askadliggora overforingsfunktioner i sa kallade Bodedia-
gram, sarskilt da man vill visa data med stora amplitudvariationer éver sto-
ra frekvensintervall. I ett Bodediagram anvénds en logaritmisk frekvensskala,
och amplituden ritas i decibelskala, som definieras

| H (jw)|as = 201og(|H (jw)])

Normalt talar man om decibelskala som "tio ganger tiologaritmen”, men héar
anvander vi faktorn 20 i stéllet. Detta beror pa att vi hellre vill jamfora
effektnivaer &n spanningsnivaer, och eftersom effekten ér proportionell mot
kvadraten pa spanningen, |V|?, s& dr det relevant att studera kvadraten av
overforingsfunktionen,

101og(|H (jw)[*) = 20log(| H (jw)])
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|H(jw)| |H(jw)|ag tolkning

10" 20ndB amplitudforstarkning 10", effektforstarkning 100"
10 20dB amplitudforstarkning 10, effektforstarkning 100
V2 ~ 3dB amplitudforstirkning v/2, effektforstirkning 2

1 0dB oforéandrad storlek

1/ V2 ~ —3dB amplitudminskning v/2, effektminskning 2

0.1 —20dB amplitudminskning 10, effektminskning 100

10— —20ndB amplitudminskning 10", effektminskning 100"

Tabell 8.1: Nagra tal och deras representation i dB.

Fordelen med att betrakta overforingsfunktionen i decibelskala ar att vi kan
rita grafer som innehaller bade mycket stora och mycket sméa virden pa |H|.
Tabell 8.1 visar nagra vanliga tal och deras motsvarigheter i decibel.

Eftersom den matematiska funktionen log(-) endast kan ta enhetslosa tal
som sitt argument, kan egentligen bara enhetslosa storheter representeras i
decibelskala. Det &r dock vanligt att till exempel vilja ange absolutbeloppet
av en impedans eller effektniva i decibelskala, vilket i sa fall alltid sker gente-
mot en referensniva. Till exempel kan man ibland se |Z|qg = 20dB, med
den underférstadda referensnivan 1 €, vilket ger |Z| = 10 Q.2 Ibland anges
referensnivan genom att skriva |Z|qg = 20 dBohm. Formellt borde uttrycket
snarare skrivits [Z/(1 Q)|ag = 20dB, men detta blir otympligt i praktiken.

I bilaga D pa sidan 265 finns mer material kring Bodediagram, bland
annat tabell D.1 som visar typiska lag- och hogfrekvensasymptoter for olika
funktioner.

Exempel: Decibelskalan gor det latt att direkt anvinda Bodediagram for
att studera till exempel en overforingsfunktions inverkan pa en insignal, eller
kaskadkoppling av tva system. I bada fallen ges den 6nskade storheten av
en produkt av tva andra: i forsta fallet har vi Vi (w) = H(w)Viy(w), och i
andra fallet har vi H(w) = Ha(w)H;(w). Eftersom logaritmfunktionen har
egenskapen

log(ab) = log(a) + log(b)

ser vi att

\Vatlag = |H|ag + |Vinlas  och  |Hlap = |Hz2|as + |H1las

2Vi har hiir anviint |Z|qg = 20log(|Z|), i enlighet med vér definition av decibelskala,
trots att det for impedans egentligen &r mer motiverat med valet |Z|qg = 10log(|Z]). Det
ar ofta 1ont att kolla upp vilken skala som verkligen anvinds da virden anges i decibel.



166 KAPITEL 8. SPEKTRUMANALYS

lagpassfilter hogpassfilter
4| H (jw)] | H (jw)|
1 1
Wo w Wo Zd
bandpassfilter bandspérrfilter
| H (jw)| [ H (jw)
1 1 —
w1 ) w w1 Wa W

Figur 8.1: Exempel pa olika filterfunktioner.

for varje frekvens w. Aven argumentfunktionen har samma egenskap, vilket
innebér att om vi vill rita Bodediagrammet for en produkt av tva funktioner,
behdver vi bara addera deras respektive Bodediagram, for savéil amplitud som
fas. OJ

8.3 Filter

Vi ska nu demonstrera hur Bodediagram kan ritas for tva mycket enkla sy-
stem, lag- och hogpassfilter. Ett filter &r ett ndtverk som &ér designat for att
paverka olika frekvenser olika mycket, se figur 8.1. Ett lagpassfilter sldpper
igenom laga frekvenser hos insignalen till utgangen, men sléapper inte igenom
hoga frekvenser. Motsatt forhallande géller for hogpassfiltret. I ett hogta-
larsystem sitter vanligtvis flera filter for att skicka olika delar av musiken
till den hogtalare som &ar mest lampad for att omvandla just den typen av
signaler till ljud: ett lagpass till bashogtalaren, ett hogpass till diskanten,
och ett bandpass till mellanregistret. Bandpassfiltret sldpper endast igenom
frekvenser i frekvensbandet mellan bas och diskant.

8.3.1 Lagpassfilter

Betrakta kretsen nedan.
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+
1

Vin — 5wl Vit

O

Vi ser direkt att det verkar rimligt att denna krets fungerar som ett lagpass-
filter: eftersom kapacitansen ser ut som ett avbrott for laga frekvenser, sker
hela spénningsfallet 6ver kapacitansen da w &r litet. Vi ska nu precisera vad
som menas med “litet” genom att explicit studera 6verforingsfunktionen for
denna krets.

Utsignalen bestdms med spanningsdelning till
e 1

in:.—‘/in
R+ju+c 1+ jwRC

%t:

vilket ger overforingsfunktionen

Vi 1

Hiw) =20t — 4
() =3~ = 1750k

Om vi infor brytfrekvensen wy, = 1/RC' sa far vi

1

H(jw) = ————
)= T T

dér vi ser att overforingsfunktionens beteende bestams av hur stor frekvensen
w &r i forhallande till brytfrekvensen wy,.

Vi ska nu rita Bodediagrammet {6r 6verféringsfunktionen H (jw) = 1/(1+
jw/wy). Amplitud och fas ar

1

\/1 + (w/wb)2

arg(H (jw)) = — arctan(w/wy)

| H (jw)| =

I decibelskala far vi da

0dB w/w, — 0
|H (jw)|as = —201og(y/1 + (w/wp)?) = ¢ —3dB w/w, =1

—20log(w/wy)dB  w/wy, — o0
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Figur 8.2: Bode-diagram for 6verféringsfunktionen for ett lagpassfilter. De
streckade linjerna svarar mot hog- och lagfrekvensasymptoterna. I det undre
diagrammet for fasen har vi ritat en férbindelse mellan lag- och hogfrekven-
sasymptoterna genom att ga en tiopotens ned respektive upp i frekvens fran
brytfrekvensen.

dér vi berdknat lag- och hogfrekvensasymptoterna, samt vérdet i brytpunkten
w = wp. Motsvarande asymptoter for fasen &r

0° w/wy, — 0
arg(H (jw)) = —arctan(w/wp) = ¢ —45° w/w, =1
—90°  w/wp — 00

Bodediagrammet blir enligt figur 8.2, dar asymptoterna ritats in med strec-
kade linjer och den exakta overforingsfunktionen med heldragna.

Alternativ krets

Ett annat séitt att realisera ett lagpassfilter dr nedanstaende krets.
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jwL
/5000 . o
+
V;n R VUt
Utsignalen blir
R 1

Vie = — Vi = ————Vi,
' jwL+R 1+ jwLl/R
Med brytfrekvensen wy, = R/L ger detta 6verforingsfunktionen

1

H(w) = ———

dvs precis samma Overforingsfunktion som tidigare. Detta visar pa att vi
ofta har manga mdjligheter att realisera en given overforingsfunktion. Vilken
som ska véljas beror pa hur fragestéllningen i 6vrigt ser ut. Det &r séllan
som man bara kan utga fran en 6nskad 6verforingsfunktion, ofta kommer till
exempel lag effektforbrukning in som en ytterligare systemparameter som
ska optimeras.

8.3.2 Hogpassfilter
Vi ska nu se pa ett typiskt hogpassfilter.

1
U :
N +
V;n R Vut
Utsignalen blir
R 1
V=1 V=1V
och 6verforingsfunktionen &r
1 JWRC  jw/wy

() I+ e 1+jwRC 1+ jw/wy
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Notera att brytfrekvensen wy, = 1/RC &r densamma som i fallet for lagpass-
filtret, vilket beror pa vi egentligen studerar samma krets, fast i det hér fallet
véljer vi spdnningen Gver resistansen som utsignal. Amplitud och fas ar

20log(w/wp)dB  w/wy, — 0

|H (jw)|as = 20log ( wwn =] =4 —3dB w/wy, =1
L+ (w/w) 0dB w/wp, — 00

(90° w/wy, — 0

arg(H (jw)) = /2 — arctan(w/wp) = { 45° w/wy =1

0°  w/w, — o0

\

Léagg marke till att 20log(w/wy,) < 0 d& w — 0. Filtrets Bodediagram é&r
enligt figur 8.3. Detta &r alltsa uppenbart ett hogpassfilter, och dven hér
finns det ett alternativt sitt att bygga det:

R
] * °
_I_
‘/11’1 JWL vut
med overforingsfunktionen
jwL  JwL/R jw/wy

H{jw)

- R+jwL 1+jwL/R 14 jw/wy

och brytfrekvens wy, = R/L.

8.4 Realistiska komponentmodeller

Vi ska héar se hur mer realistiska modeller av komponenter kan beskrivas med
hjalp av Bodediagram.

8.4.1 Kondensator

En verklig kondensator ar inte rent kapacitiv. Eftersom isoleringsmateria-
let inte ar perfekt mellan metallplattorna blir det en liten ldckstrom genom
kondensatorn. En noggrannare modell for kondensatorn innehaller darfér en
resistans parallellkopplad med en ideal kondensator.
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Figur 8.3: Bode-diagram for 6verforingsfunktionen for ett hogpassfilter. De
streckade linjerna svarar mot hog- och lagfrekvensasymptoterna. Liksom for
lagpassfiltret i figur 8.2 har vi ritat en férbindelse mellan lag- och hogfre-
kvensasymptoterna for fasen genom att ga en tiopotens ned respektive upp

relativt brytfrekvensen.
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Impedansen for kretsen i figur b) ar

B 1 B R B 106 QO a) metallplattor isolator
1/R+sC 1+sRC 1+s10~*
dar vi antagit att C' = 100 pF och R = 1 M.
Observera att likstromsimpedansen dr Z(0) =

R.

Bodediagrammet erhalls till exempel ur ta-
bell D.1: amplituden dr 120dB (relativt 1 )
fram till brytfrekvensen 10*rad/s och dérefter

Z(s)

—20dB/dekad. Fasen dr 0° fram till 103 rad/s b)
dér den bryter ner fram till 10° rad/s och déref-
ter konstant —90°. R
Den ideala kondensatorn (modellerad med —
enbart en kapacitans C' = 100 pF) har impedan- —
sen Zigeal (S) = % = 19910 med tillhérande Bode- o) C
diagram (amplitud —20dB/dekad och 0dB da N | | .
w = 10" rad/s, fasen &r konstant —90°). | |
T+, | ldeal —20dB per dekad
+
. 150 S RRE Ir
= Frll
3100
S Plattkondensator ~— |
50 T
0 L1 L1 L1 L1 L1 | |
0t 10* 10* 10* 105 10° 107 108
w (rad/sec)
) 0 T T TTTIT T T TTTIT \T T TTTITT T T TTTIT T T TTTIT T T TTTTT T T TTTT
= \{ Plattkondensator
\3/ _45 g A D
) \
= Ideal —90° \
CS _90 QT lflltl +l+llilll flTlHT +l Tllt“ﬁl ‘;Vl lllllill : 111 NN

10t 102 10 10* 10° 10 10" 108
w (rad/sec)

I Bodediagrammet ser vi att kondensatorn kan modelleras med enbart en
kapacitans for frekvenser storre &n 10*-10° rad/s. For ligre frekvenser domi-
nerar det resistiva bidraget. Vi tolkar detta som att den ideala kondensatorn



8.4. REALISTISKA KOMPONENTMODELLER 173

(kapacitansen) har mycket stor impedans for laga frekvenser. Strommen léc-
ker da genom den parallellkopplade resistansen, som blir det dominerande
bidraget till impedansen for laga frekvenser.

8.4.2 Spole

En spole bestar typiskt av ett antal varv a)

koppartrad lindade kring en kirna som i fi-

gur a). Resistansen i lindningstraden och ka-

pacitiva kopplingar mellan tradvarven gor

att impedanserna for den tradlindade spo-

len och den ideala induktorn skiljer sig at b) R I

en aning. SN S S —
Kretsmodellen b) anvéinds ofta for att

modellera den tradlindade spolen. For att ¢

forsta hur vél den tradlindade spolen kan | |

modelleras med en ideal induktor kan wvi N

plotta deras Bodediagram. c) L

Den tradlindade spolen har impedansen (vi antarhar at{giR=—0-1mk,
R=1Q,C =1pF).

1 sL+R B 1+ s/10*
sC+ 1" 14sRC+s2LC 1+ 10 125+ (s/105)2

Z(s) =

sL+R

Med hjéalp av tabell D.1 pa sidan 268 finner vi att Bodediagrammet ges av
amplituden 0dB (relativt 1 Q) fram till 10*rad/s, dérefter +20dB/dekad
fram till 10%rad/s dér den blir —20 dB/dekad. Faskurvan foljer pa liknande
sitt ur samma tabell.

Den ideala induktorn i ¢) har impedansen Z(s) = sL = 10~*s och har
dérmed ett Bodediagram givet av +20 dB/dekad och 0dB for w = 10% rad/s.
Fasen ar konstant 4+90°.
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resistiv induktiv kapacitiv
5100 K
N e
N =
Lw* i
100 Ideal +20dB perdekad | | |
10 10 10* 10* 10> 10° 107 10% 10° 10%
w (rad/sec)
90 4TT¥TH+T ‘+HTL’! +T TLﬁHHT T+TT¥TU TLTHT‘H 4 TL‘jHU T}TTT}HH+T ‘%‘Hlﬁ! +T TLﬁHHT
& Ideal +-90° s Y
/E" 45 1 i
3 0 i
N "\
% —45 )
~ \
S It
_90 I I I I I I IR I I
10t 10* 10* 10* 105 10° 107 10% 10° 10'°
w (rad/sec)

Har ser vi att Bodediagrammen framst skiljer sig at for laga och héga frekven-
ser. For laga frekvenser dominerar de resistiva forlusterna i lindningstraden
medan de kapacitiva kopplingarna gor sig géllande for hoga frekvenser.

8.5 Resonans

8.5.1 Fenomenologi och kvalitetsfaktor

Det ar vardefullt att ha en viss intuitiv forstaelse av fenomenet resonans, och
hur det uppkommer i elektriska kretsar. Det finns tva typiska kretsar som
uppvisar resonans, C' och L i seriekoppling och C' och L i parallellkoppling,

¢ L
H /000 — C—— gL

Detta kallas ofta for "andra ordningens kretsar” vilket betyder att de svarar
mot andra ordningens differentialekvationer.

Kapacitans och induktans ar reaktiva kretselement, som kan lagra energi
tillfalligt och sedan ldmna tillbaka den. Som vi visade i avsnitt 7.4 sa har
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den reaktiva effekten i kapacitansen respektive induktansen olika tecken. Om
absolutbeloppen av dessa reaktiva effekter &r lika stora, innebér detta att den
energi som lagrats i till exempel kapacitansen under halva svingningscykeln,
kommer att floda over till induktansen under den andra halvan, och sedan
tillbaka igen. Detta innebéar att stora méngder energi kan pumpas fram och
tillbaka mellan induktansen och kapacitansen, utan att na ut till resten av
kretsen.

Aven om tva reaktiva element som en kapacitans och en induktans kan
binda stora méngder energi mellan sig, finns det vanligtvis nagon sorts for-
luster i ett system. For att fa ett matt pa hur bra en krets ar pa att lagra
energi i sina reaktiva element, definierar vi kvalitetsfaktorn @) som?

maximalt lagrad energi

forlorad effekt

dér alla storheter forutsitts givna med sina absolutbelopp. Multiplikationen
med w gor att ) ar enhetslos. Detta ér ett allmént matt pa resonanta system,
och inte knutet till just elektroniken.

Q=w

8.5.2 Serie- och parallellresonans

Eftersom kapacitansens och induktansens impedans beror pa frekvensen,

kravs en mycket speciell frekvens for att den reaktiva effekten i de tva kret-

selementen ska vara lika stor (men med motriktat tecken). Denna frekvens

kallas for resonansfrekvensen, ofta betecknad med wy. Vi ska nu hérleda den-

na samt kvalitetsfaktorn () for en serie- respektive parallellresonanskrets.
En serieresonanskrets med forluster ser ut enligt nedan:

; C| L R
H | woo—_ |-
Samma strom [ gar genom alla kretselementen. Genom att sdtta den totala

reaktiva effekten till noll, kan vi eliminera I och erhaller resonansfrekvensen
wy enligt

1 1 1

QWO | | QUJOC| | o
Kvalitetsfaktorn for serieresonanskretsen ar

Lrir|? L/C

0. o SLITE _ VITC

s — WO -
TR|I)? R

3Denna har olyckligtvis samma beteckning som reaktiv effekt i avsnitt 7.4, men nota-
tionen dr standard varfor vi behaller den.
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déar vi satt in uttrycket for resonansfrekvensen ovan. En parallellresonanskrets
med forluster ser ut enligt nedan:

it
Vv —_—C L R

O L 4

Samma spanning V' ligger 6ver alla kretselementen. Genom att sitta reaktiva
effekten till noll, kan vi eliminera V' och erhaller resonansfrekvensen wy enligt
11

§—|V|2 - —WOC|V|2 - Wy = —

Kvalitetsfaktorn for parallellresonanskretsen &r
1C’ |V|2 R
—w _
0 1 1 |V|2 /_L / C

dar vi satt in uttrycket for resonansfrekvensen ovan. Lagg maérke till att
kvalitetsfaktorn for parallellkretsen ar inversen till kvalitetsfaktorn for seri-
ekretsen.

Resonansen ger ett tydligt avtryck i impedansbegreppet. For seriereso-
nanskretsen har vi impedansen

1 ) jwL 1 Wo
Ly = —— L = — 1 s|———
ij+Jw +R R( + 7 +JWRC> R( +j@Q <wo w))

Qp =

dér vi anvint de hérledda uttrycken for resonansfrekvens wgy och kvalitets-
faktor Q. For parallellresonanskretsen har vi admittansen (kom ihag att vid
parallellkoppling adderas admittanserna, varfér det ar enklare att arbeta med
denna storhet)

11 1 R 1 wo
= T — 1 i 1 = _ =2
JwC+ VT R( +JWRC+J L) R( +3Qp (wo w))

déar vi anviant de hérledda uttrycken for resonansfrekvens wgy och kvalitets-
faktor @),. Notera att frekvensberoendet for Y, &r exakt detsamma som for
Zs.

Gemensamt for serie- och parallellresonanskretsen ar att vid resonansfre-
kvensen w = wy sa ar imaginédrdelen av impedansen lika med noll, dvs im-
pedansen &r rent resistiv. Man ser ocksa att for w < wy sa ar arg(Zs(w)) ~
—m /2, medan for w > wy sa ar arg(Zs(w)) ~ m/2, dvs da frekvensen passerar
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resonansfrekvensen sa édndras fasen for impedansen med 7, dvs 180°. Mot-
svarande géller ocksa for parallellresonanskretsen. Dessa samband anvands
ofta for att identifiera resonanser i méatserier dar man sveper frekvensen.
Beteendet for fasen kan ses i Bodediagrammet for spolen pa sidan 174, vid
w ~ 108 rad/s. Dir syns ocksa en karakteristisk topp i amplituden vid denna
frekvens.

8.5.3 Bandbredd

Inom elektrotekniken anvinds resonansfenomenet till exempel for att filtrera
fram vél valda frekvenser: genom att kretsen blir extra “kénslig” for vissa
frekvenser, kan man fa dessa att tridda fram mer &n andra. Vi illustrerar
detta genom att studera serieresonanskretsen, dar vi plockar ut spéanningen
over resistansen:

1
jwL j
+
Vln R Vut
Overforingsfunktionen for denna krets ar
. R 1
H(jw) = g = ——
+‘]w +JW_C 1+JQS (wio_%>

Vi ser att denna svarar precis mot frekvensberoendet for resonanskretsen,
fast med resistansen bortskalad. Nedan finns ett par amplitudkurvor, bade i
loglog-skala (Bodediagram) och linlin-skala, for kvalitetsfaktorerna Qs = 10,
20, 50, 100. Den smalaste toppen svarar mot Qs = 100.

0 1
TR
= 3 06
S ER I\
2 AN
— —
0 10 100 100 102 %.;/0.9 1 L1 12

w/wo w/wo



178 KAPITEL 8. SPEKTRUMANALYS

Fran dessa figurer ser vi att ju hogre kvalitetsfaktor, desto smalare topp.
Detta kan tolkas som att om vi anvinder denna koppling for att filtrera ut
en frekvens wy fran en signal, sa styr kvalitetsfaktorn ()5 hur mycket av de
omkringliggande frekvenserna som tas med. Detta leder oss till att definiera
begreppet bandbredd enligt (egentligen halvvirdesbandbredd, det finns fler
definitioner)

e Bandbredden ar det frekvensintervall inom vilket den dverforda effekten
overstiger halva ineffekten.

I ett diagram svarar bandbredden mot det frekvensintervall inom vilket amp-
lituden av 6verforingsfunktionen Gverstiger 1/ V2 =~ 0.707, eller —3dB i de-
cibelskala, se nedan.

| [H (jw)]

0.707 f=---==--=f=-sc\-mmom o e

B

!

| |

| |

1 1
WL, Wo WH

Fran den tidigare grafen med olika kvalitetsfaktorer ser vi att bandbredden
beror pa kvalitetsfaktorn, och for var enkla exempelkrets kan man visa att
den relativa bandbredden B, ar

B 1

BI‘:_:_
Wo Qs

Den 6vre gransfrekvensen wy och lagre gréansfrekvensen wy, ges i sin tur av

B, B,
WH & Wy 1+7 och wr, &~ wy 1—7

I allménhet géller dessa ekvationer bara for smalbandiga system, dar B, < 1.

Vi avslutar detta kapitel med att visa att det inte alltid &r enklast att
studera amplituder i loglog-skala. Om vi betraktar samma krets men tar ut
signalen 6ver de reaktiva komponenterna i stéllet,
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R
+
jwL
Vgn CD Vut
1o
T jwC  _

sa far vi foljande amplitudkurvor i loglog- respektive linlin-skala:

5 T 0.8 \“@/7///
m [
5 -0 ER I
= T 04
- b 0.2
—oo LU | LY L LT 0
1072 1071 109 10' 102 0.8 09 1 1.1 1.2
w/wo w/wo

I det har fallet ar det lattare att utldsa information fran diagrammet med
linlin-skala. Sadana hér filter konstrueras ofta for att vara mycket smalban-
diga, och anvinds for att filtrera bort en véldefinierad frekvens. Typiskt kan
det rora sig om att filtrera bort signaler genererade av elkraftnéatet pa 50 Hz,
som kan utgora en stark storkilla till métningar. Ett sadant smalbandigt
filter kallas pa engelska for ett notch filter.
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Kapitel 9

Transmissionsledningar

Detta kapitel handlar om ett sédtt att utvidga grénserna for modellering av
fenomen med elektriska kretsar. I avsnitt 1.6 pekade vi pa att kretsmodel-
ler ar tillampliga da det vi modellerar ar litet i forhallande till vagléngden,
typiskt kring en tiondels vaglangd. I detta kapitel ska vi visa hur begreppet
transmissionsledningar kan anvindas for att modellera strukturer som kan
vara flera vaglangder stora, sa linge som deras fysik kan modelleras med
hjalp av endimensionell vagutbredning.

9.1 Oandliga filter

Vi har tidigare studerat enkla filter, bestaende av endast nagot fatal kom-
ponenter R, L eller C. Kan vi dra nagra slutsatser kring kretsar som har
odndligt manga komponenter i stéllet? Lat oss anta att vi har en oandligt
lang stege av likadana element enligt nedan.t

A Zy Zy

ac]

ZQ ZQ ZQ ° ° °

bo

Vi vill nu avgora vilken ekvivalent impedans Z; som syns mellan anslutning-
arna a och b. For att gora detta konstaterar vi forst att denna impedans ar
densamma dven om vi kopplar in ytterligare ett steg, dvs

! Argumentationen i detta avsnitt har lanats fran den utmirkta Feynman Lectures on
Physics |7, avsnitt 22-6].

181
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Zy

b bo 7 3

eller 1 matematisk form

ZQZO Zl Zl ?
Jo=Ii+ 2220 o go=2 g2z, (2
0 1+ZQ+ZO 0 5 \/12+(2>

Vi kommer vilja den forsta roten av dessa (plustecknet i £).2 Om vi nu
later nétverket besta av induktanser och kapacitanser enligt (Z; = jwL och

Zy = 1/(jwC))

jwL jwlL
PR S
1 1
T jwC T jwC
bo

far vi alltsa den ekvivalenta impedansen

_jwL L Ww?L?

Z
R A

(9.1)

Om vi antar att w ar tillrackligt litet sa dr uttrycket under rottecknet positivt,
och den ekvivalenta impedansen 7, har en positiv realdel. Vad ar det nu som
ar markligt med detta? Jo, trots att vi har en krets med enbart reaktiva
element (imaginédra impedanser), sa har vi &ndé en ekvivalent impedans med
positiv realdel, svarande mot en resistans! Trots att vi bara har reaktiva
element, som bara kan lana energi tillfalligt for att sedan lamna tillbaka den,
har vi alltsa konstruerat en krets som ser ut att konsumera energi.

Losningen till denna paradox bestar i att stegen &ar odndligt lang. Da vi
ansluter en kélla till anslutningarna a och b sa laddas de forsta induktanserna
och kapacitanserna med energi, som sedan under nésta cykel 6verfors till
nasta del av stegen och sa vidare. Vi har en framatskridande vag som ror sig
ldngs med nétverket, och for med sig energi. Fran den anslutande kéllan ser
detta ut som att energi forbrukas mellan anslutningarna a och b.

2 Aven den andra roten gar att motivera, och svarar mot vagor i motsatt riktning.
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9.2 Transmissionsledningar

Det kan forefalla svart att bygga oédndligt langa stegar av induktanser och
kapacitanser. Det finns dock ett vanligt forekommande fall dar detta sker,
namligen for sa kallade transmissionsledningar. Dessa konstrueras vanligen
av tva metalledningar. Ett typexempel ar koaxialkabeln, som bestar av en
innerledare omgiven av en koncentrisk ytterledare (detta ar vad ordet koazial

avses betona).
/

Eftersom geometrin dr oberoende av koordinaten lings med cylinderaxeln,
ar det naturligt att studera korta avsnitt av kabeln och sedan sdtta ihop
resultaten. Vi delar nu upp koaxialkabeln i flera bitar med lingden Ax enligt
figuren nedan.

Varje bit med langden Az har en induktans AL = L'’Ax och kapacitans
AC = C"Ax, dar L' och C" ar induktans och kapacitans per lingdenhet for
koaxialkabeln. En lamplig kretsmodell ges da av nedanstaende figur.

jwL' Ax jwl' Ax
ao—— {000 ————— 0000
1 1
T jwC'Ar TT jwC'Azx
bo
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Den ekvivalenta impedansen blir d& enligt (9.1)

_jwl' Az \/L’Am w?(L' Az)? L
2 C'Ax 4 - cr
Da vi gor indelningen finare och finare blir alltsd impedansen Z; oberoende
av frekvensen w, och dessutom helt reellvird. Impedansen Z, brukar kallas
for ledningens karakteristiska impedans.

Vi ska nu titta pa hur vi kan beskriva strém och spanning ldngs ledningen.
Betrakta nedanstaende element, dar induktansen ar L' Az och kapacitansen

ar C' Az,

20 Axr — 0

I(x) I(x + Ax)
+ +
V(z) ——  V(r+ Az

Kirchhoffs strom- och spénningslagar ger nu ekvationerna
0=—1I(zx)+ I(z+ Az) + V(z + Ax)jwC' Az
0=V(z)— I(z)jwl' Az — V(x + Ax)

Vi stuvar om dessa till

I(x + Az) — I(x)

i) = —jwC'V(z + Ax)
Viz+ AAxx) - V(z) = —jwL'I(x)
Dé Az — 0 far vi
d{if) = —jwC'V (z)
cug iw) = —jwL'I(z)

Vi ska strax studera l6sningarna till dessa ekvationer, men forst ska vi se hur
modellen kan modifieras for att ta hénsyn till eventuella forluster i ledningen.

R L
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Héar svarar R’ mot resistansen per langdenhet i metalledarna, och G’ mot
konduktansen per langdenhet i materialet mellan ledarna. Ekvationerna for
strém och spanning blir i detta fall

YD uer + v
d‘;(j) = —(jwl' 4+ R")I(x)

De primmade beteckningarna &r inte standard. I litteraturen anvénds ofta
bara C', L etc med "per langdenhet” underférstatt, och man talar ofta om
distribuerade ledningsparametrar eller kretsekvivalenter.

9.3 Olika geometrier

En styrka med att modellera transmissionsledningar med distribuerade kret-
sekvivalenter ar att vi kan behandla manga sorters geometrier med samma
ekvationer. Det enda som kommer att skilja &r olika varden pa parametrarna.
Vi ger hir som exempel formler for ett par vanligt aterkommande geometrier.

D
w
Parametrarna for de olika ledningarna &r
Parameter Koaxial Tvatrads Platta
1 1 1 1 2
R [Q — 4 =
[€2/m] 2mdo, |:CL + b} Tado. woo,
(0 < a,t) (0 < a) (0 < t)
poob pooooqd pd
L' [H —In-— —cosh™ — —
[ /m] 21 n a T o8 2a w
2ro e ow
G'[S — _— —
[S/m] lng cosh™! % d
2me e cw
C"|F - e v
[F'/m] In? cosh™! 21 d
“ “ (w > d)
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I dessa ekvationer star § = 1/4/7 f .o, for intrangningsdjupet i metallen (se

sidan 119), pe = pofier ar permeabiliteten i metallen, o, &r metallens led-

ningsférmaga, p = pop, ar permeabiliteten for materialet mellan ledarna, o

ar ledningsformagan for materialet mellan ledarna, och € = ¢pe, ar permitti-

viteten for materialet mellan ledarna. Om d/a > 1 géiller cosh™ &£ ~ In 4.
Notera att for alla geometrier géller

"o o

L'C' = ue = ppeopre; och — = — =
C' & go&;

dvs vissa kombinationer av L', C’ och G’ har enbart med materialparametrar
att gora, inte geometrin. Detta ar ett allmént resultat, som géller for alla
sorters tvaledarsystem.

9.4 Losningar till transmissionsledningsekvatio-
nerna

Vi har tidigare argumenterat for att férekomsten av effektkonsumtion i den
oandliga stegen i avsnitt 9.1 kan tolkas som vagutbredning. Denna bild be-
kréftas av 16sningarna till transmissionsledningsekvationerna. Vi kommer ba-
ra hérleda 16sningarna for forlustfria ledningar (R = 0 och G’ = 0), och ge
resultaten for forluster utan héarledning.

9.4.1 Forlustfria ledningar

Transmissionsledningsekvationerna for en forlustfri ledning ar

dI(z)

= —jwC'V(x)

x
dV (z)
dx

= —jwlL'I(x)

Foljande variabelbyte ar inte helt sjalvklart men aterkommer i manga vag-
utbredningsproblem dér det kallas for en vaguppdelning,

V=A"+ A"
1
I=—(A" - A
78 )
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Genom att anvinda dessa nya variabler samt Z, = y/L//C" far vi efter lite
algebra

dA* . ﬁ + .

E:—w L'C'A N {A+(x):A6re—Jﬂx
_ — — A— AjBz

d(f% — jw* /L/C/A— A (ZL“) - AO e

déar f = wV L'C" ar vagtalet for ledningen. Dessa 16sningar kan tolkas pa sa
vis att AJ och Ay dr amplituder eller maxvirden for vagor som firdas mot
hogre respektive ldgre x-varden. Den totala spanningen respektive strommen
ges nu av att sétta in dessa losningar i det ursprungliga variabelbytet,

V(z) = Af e3P 4 A7 &7
1 . )
I(z) = 7 (Af e 77 — A7 77)
I kretsscheman ritas en transmissionsledning ofta med bara tva streck enligt
nedan, dér vi kopplat in en spanningskélla vid ena &nden och en belastnings-
impedans i den andra.

Z;

z =0 =1/

Kommentar: Man skulle kunna foérledas att tro att en vag med utseendet
Af e firdas i negativ z-riktning. Fér att avgora i vilken riktning en vag
fardas maste man dock ta hansyn till tidsberoendet, vilket med realdelskon-
ventionen ger A*(z,t) = Re{AJ e % et} = Re{AJ @72} Detta visar
att vagen firdas i positiv z-riktning (da ¢ 6kar méaste = 6ka for att halla fasen
wt — Bz konstant). Fran detta uttryck for fasen ser vi ockséa att vagens fart
ar (p star for phase)

v, =w/B =1/VL'C" = 1/\/teoper = ¢/n,

dér ¢ = 1//po€o ar ljusfarten i vakuum och n = /i€, &r brytningsindex for
materialet mellan ledarna.

Yiterligare kommentar: Minustecknet i uttrycket for totala strommen
I = ZLO(A+ — A7) har med referensriktningar for vagor att gora, och &r
beslaktat med hogerhandsregeln for plana elektromagnetiska vagor. For en
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elektromagnetisk vag som gar i positiv z-riktning, ska FE-filtet vara i positiv
y-riktning och B-filtet i positiv z-riktning; om vagen gar i negativ z-riktning
méaste B-filtet eller E-filtet (men inte bada) byta riktning. Testa sjdlv med
din hogerhand, dar z-riktningen laggs langs tummen, z-riktningen léngs pek-
fingret och y-riktningen ldngs langfingret.

9.4.2 Ledningar med forluster

For ledningar med forluster forédndras ingenting i analysen, férutom att vag-
utbredningen sker med en faktor e™* i stillet for e 7%, dir v = o + j3 ar
ett komplext tal. Da o # 0 har vi alltsa exponentiell dimpning av vagen. I
detta fall fas alltsa den totala spédnningen och strémmen som

V(z) = Ay e " +A,
1
I(z) = Z (A e" —Ay &7)
dar v och Zy berdknas fran de distribuerade kretsparametrarna L', C', R’
och G’ enligt féljande tabell.

Utbredningskonstant = Karakteristisk
vy=a+jp impedans 7

Ll
Utan forluster jwVv L'C! \/ e

/ ] L/
Med forluster /(R + jwLl')(G' + jwC") \/ g,i—%

9.5 Reflektion mot en impedans

Vi atergar nu till att studera forlustfria ledningar. Betrakta problemet nedan.

V=A"+ A" AT
1, Zu

[ transmissionsledningen finns en vig AT = Ad e % som firdas at hoger,
och en vag A~ = Ay ¢ som fiirdas at viinster. Den totala spinningen och
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strommen ges av
V() = Af e £ A &P7
1 : :
I(x) = —-(Ag 7% —Ag &™)
Zy

och varierar alltsa beroende pa positionen x. Transmissionsledningen avslutas
vid x = 0 genom att en impedans 71, har kopplats in mellan &ndarna. I denna
impedans dr forhallandet mellan strém och spénning givet av Ohms lag

V() AT+ A _ZA§+A5
100)  E(AF—45) AT - Ay

Zy, =

Fran detta uttryck kan vi 16sa ut den vénstergiende vagens amplitud (re-
flekterad vag) som funktion av den hogergaende vagens amplitud (infallande
vag)
- ZL - ZO + +

Ay = ZL+ZOA0 =T'A;
Faktorn I kallas for reflektionsfaktorn. Fran detta uttryck ser vi att om en
transmissionsledning avslutas med en impedans som har samma virde som
ledningens karakteristiska impedans, Z;, = Zj, sa blir reflektionsfaktorn noll.
Detta innebér att all effekt som transporteras langs ledningen konsumeras
i belastningen i stéllet for att reflekteras tillbaka, vilket dr onskvért i de
allra flesta tillimpningar. En belastning med I' = 0 kallas for en anpassad
avslutning.

9.6 Impedanstransformation

I verkligheten ar alltid en transmissionsledning éndlig. Vi ska nu se hur en
andlig transmissionsledning uppfattas av en krets.

Z;

A+
Vo Zy,

x=0 x =14
Den totala spanningen och strommen ar som tidigare
V(r) = Af e £ Ay P7
I(a) = 5 (4] 7 — 47 &%)
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Fran den forra analysen kédnner vi reflektionen vid x = /,

A(0)=TAT() = Ay =TrAfe

med [' = gi;gg Detta ger att spanning och strom vid x = 0 kan skrivas

V(0) = A + Ay = (1 + De ) AF
1
7
Kvoten mellan spanning och stréom kan nu anvéndas for att definiera en ek-
vivalent impedans vid x = 0,

100) = (A — A7) = Zio (1 [e9) A4

V() 7z 1+ e 28¢
100) — 71— e

T =

som endast beror pa den karakteristiska impedansen 7, reflektionsfaktorn
vid belastningen I, vagtalet 8 och ledningens langd ¢. Den ursprungliga
kretsen kan alltsa erséttas av foljande

Z;

V[) Zin

Detta forfarande kan férenkla analys och tolkning av en krets som innehéaller
transmissionsledningar, till priset av att impedansen Z;, kan variera vésent-
ligt med frekvensen w. Detta svarar mot att ledningen har olika elektrisk
lingd, dvs olika antal vaglangder, beroende pa vilken frekvens som betrak-
tas.

9.6.1 Anpassad avslutning

Da Zy, = Zy ar I' = 0, vilket ger Zy, = Zj, oberoende av ledningens langd.
Detta &r en viktig anledning till att anpassade avslutningar ar sa onskvérda
och vanliga.

9.6.2 Kvartsvagstransformatorn

Vaglingden pa ledningen definieras av att vagen &r periodisk med period-
lingd X, dvs e PN = 787 Detta ger e = 1, dvs vagtalet gar att
uttrycka med hjalp av vaglangden som

g =2m/\
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Om ledningen dr en fjardedels vaglangd, ¢ = \/4, sa far vi 260 = m, dvs
e 1288 = ¢7Im = 1. Detta ger i sin tur

. Z1,— 7
1+ I 328 L2959 _, A+ 20— (2 %) _ %

L—Te 14 220 ="V 7, L 2+ 2~ 2y Zu

Zin = ZO

vilket &r ett enkelt uttryck att hantera. Séarskilt lagger vi marke till transfor-
mationerna

e En kortslutning som belastning pa ena sidan (Z;, = 0) upplevs som en
oppen krets vid den andra sidan (Z;, = o0).

e En 6ppen krets som belastning péa ena sidan (Z;, = co) upplevs som en
kortslutning vid den andra sidan (Z;, = 0).

Detta demonstrerar hur viktigt det kan vara att ta hénsyn till storleken av de
ting vi modellerar. Om nagonting ar av storleksordning av en vaglingd vid
den frekvens vi anvinder, maste man vara forsiktig med modellen; det kan
till och med vara sa att en kretsmodell ar obruklig och maste kompletteras
med modeller baserade pa de fullstandiga Maxwells ekvationer. Transmis-
sionsledningar ar den enklaste typen av sadana kompletterande modeller,
och fungerar utméarkt fér endimensionell vagutbredning.
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Kapitel 10

Dioder

10.1 Ideala och verkliga dioder

10.1.1 Ideala dioder

En mycket 6nskvéird komponent for en elektronikkonstruktor skulle vara en
som hade nedanstaende forhallande mellan strém och spanning:

D

l

Den ideala dioden ska alltsa inte leda nagon strom da negativa spanningar
laggs over den, och da stréommen &dr positiv ska det inte finnas nagon spanning
over den. Med hjéalp av en sadan komponent skulle man kunna bygga en
halvvagslikriktare enligt foljande kretsschema:

L1 -
Uin (1) R| | vu(t)

In- och utsignalerna skulle da vara enligt nedan, dar

195
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L Uin/‘{)

t/T
0.5 1 1.5 2

T

Vi ser att utsignalen dr lika med insignalen da den &r positiv, men da in-
signalen blir negativ sa sparrar dioden och ingen strom kan ga genom be-
lastningsresistansen och utsignalen blir noll. Detta &r orsaken till namnet
halvvagslikriktare, kretsen slapper bara igenom halva insignalen. Med lite
forfiningar kan man bygga likriktare som viker upp dven de negativa bukar-
na, och med en lamplig kapacitans kan man jamna ut signalens utseende sa
att man far en i princip helt konstant utsignal.

Exempel: Fo6ljande koppling ar ett exempel pa en helvagslikriktare:

vn() @) R| | vwl(t)

Lagg marke till symmetrin i kopplingen, som gor att positiva och negativa
spanningar vid ingangen behandlas lika. Ett problem med denna koppling ar
att om insignalen blir noll (som den med nédvéindighet blir med regelbundna
intervall for sinusformade signaler), s& &r dven utsignalen noll, vilket leder till
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att utsignalen varierar mellan noll och sitt maximala varde. For att jamna
ut detta beteende kan man koppla in en kondensator enligt nedan:

V() @) c—— R| | vul®)

Om kapacitansen ar tillrackligt stor, kan den uppratthalla en hyfsat kon-
stant spanning 6ver utgangen enligt foljande figur (med samma insignal som
tidigare)

Uul/%
1k

0.8F
0.6
0.4
0.2F

N L \t)T
0 y Y N
0 0.5 1 1.5

dér de streckade linjerna svarar mot den utsignal vi hade erhallit utan kon-
densator. Lagg marke till att utsignalen borjar vid noll eftersom kondensatorn
da inte hunnit laddas upp. Variationen i utsignalens styrka brukar kallas for
rippel, fran den engelska beteckningen ripple. For att fa litet rippel ska kapa-
citansen C typiskt véljas sa stor att den inte hinner laddas ur sérskilt mycket
under den tid som insignalen annars hade varit liten, dvs tidskonstanten RC'
ar betydligt storre dn periodtiden for insignalen. O

10.1.2 Halvledardioder

Problemet &r att det inte finns nagra ideala dioder. Den dominerande tekno-
login for att realisera diodfunktionen &r med hjalp av en halvledarstruktur
enligt figur 10.1. Bade p-dopat och n-dopat material kan betraktas som hyf-
sade ledare.! Da ingen yttre spianning dr palagd, rekombinerar en del hal

Vi hinvisar till fysikbocker som [13,22] for en djupare diskussion kring halvledare. For
vara syften récker det med att siga att p-dopade material har positiva laddningsbérare,
sa kallade hal, medan n-dopade material har negativa laddningsbérare, elektroner. Med
rekombination menas att tva laddningsbarare med motsatt tecken kan ta ut varandra.
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Figur 10.1: En typisk realisering av en diod med hjélp av en pn-6vergang.

ldngst till hoger i p-materialet med en del elektroner langst till vénster i n-
materialet, vilket leder till ett utarmningsomrade mitt i 6vergangen med fa
laddningsbérare och déarmed lag ledningsformaga. Bredden pa detta utarm-
ningsomrade kan paverkas genom den yttre spanningen:

e Da v > 0 sa pressas de positiva laddningsbérarna i p-materialet at
hoger och de negativa laddningsbérarna i n-materialet at vanster. Detta
leder till en minskning av utarmningsomradet, och da spanningen v &r
tillrackligt stor blir omradet tillrdckligt litet for att hela konstruktionen
ska borja leda strom.

e Da v < 0 sa pressas de positiva laddningsbérare i p-materialet at vans-
ter och de negativa laddningsbéararna i n-materialet at hoger. Detta
leder till en 6kning av utarmningsomradet, och dioden isolerar &nnu
mer an tidigare. Ingen strom kan passera.

Den enklast mojliga modellen av att spanningen maste vara nagot storre an
noll for att dioden ska leda strom, &r att anvénda sig av karakteristiken for
en ideal diod, forskjuten med motsvarande spénning:

?

For kiseldioder ligger vanligtvis denna spanning i storleksordning 0.6-0.7 V.
En verklig kurva for en halvledardiod kan se ut som i figur 10.2. Fran denna
bild ser vi att verkliga dioder har ett par viktiga avvikelser fran det 6nskade
beteendet hos en ideal diod:

e Det kravs en viss spdnning 6ver dioden i framatriktningen for att den
ska leda strom.
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i [uA]

_ 1I5 ~10 _5 5 v [V]

Figur 10.2: Diodkarakteristik for en lysdiod tillverkad av studenter i en kurs
i Process- och komponentteknologi pa LTH. Materialet &r GaP, vilket leder
till en troskelspanning pa nagra volt.

e Strommen stiger snabbt i framatriktningen, men inte oéndligt snabbt
(snarare exponentiellt).

e Strommen genom en backspéand diod ar inte riktigt noll, och vid nagon
backspanning (breakdown voltage) borjar faktiskt dioden leda igen.

Nagot som inte framgar ur ovanstaende figur ar att halvledardioder dessutom
ar temperaturkénsliga, vilket vi ska precisera med en matematisk beskrivning
1 nasta avsnitt.

Det finns manga, manga olika sorters dioder, med olika karakteristik be-
roende pa tillampning. Avsikten med denna bok &r att ge en allmén bakgrund
och rimliga analysverktyg for att studera enkla och grundléiggande kretsar,
och vi hénvisar till information fran till exempel komponenttillverkare eller
mer specialiserade elektronikbocker for narmare information om olika sorters
dioder. Bland de vanligare sorterna ar zenerdioden, som har en véaldefinierad
backspénning da den boérjar leda (breakdown voltage), och lysdioden, som
kan anviandas for att omvandla elektrisk energi till synligt ljus.
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10.2 Shockley-ekvationen

Ett analytiskt uttryck som beskriver en halvledardiod vél i framatriktningen

ar Shockley-ekvationen?
. UD
1, )
» {exp (nVT) }

som ocksa har fordelen att den beskriver temperaturberoendet hos dioden. Vi
ger ingen hérledning av denna ekvation, utan hanvisar till fysiklitteraturen
for detta. Parametrarna ar

e [, ir mittnadsstrommen (=~ 10714 A).

o Vp = % ar den termiska spénningen, dér £ ar Boltzmanns konstant,
T temperaturen, och ¢ elementarladdningen. Vid rumstemperatur &r
Vr = 25mV.

e n ir emissionskoefficienten, vilken bland annat beror pa materialet som
anvants for dioden. Denna faktor ligger mellan 1 och 2.

Ekvationen stdmmer samre med verkliga observationer da vp blir negativ:

e Ekvationen forutséiger att ip — —I; da vp antar stora negativa virden,
vilket ofta &r fel pa flera storleksordningar (i detta omrade &r ip snarare
vanligtvis 1 storleksordning nA).

e Ekvationen forutséger inte alls det skarpa knd som uppstar for tillrack-
ligt stor backspanning (breakdown voltage).

I framétriktningen med typiska spénningar pa vp ~ 0.6 V dr ofta exp(;52-) >
1, och ettan inom hakparenteserna kan férsummas.

10.3 Dioden som ickelinjar komponent

Dioden &r en mycket nyttig komponent, men till skillnad fran de vi studerat
tidigare (R, L, C') sa &r den ickelinjir. Detta innebér att om vi gor spdnningen
over dioden dubbelt sa stor, sa blir inte strommen dubbelt sa stor. Detta
gor att mycket av den analysteknik vi utvecklat hittills inte langre gar att
tillimpa! Eftersom ickelinjara komponenter ofta ér oerhort nyttiga, sa ar det

2Uppkallad efter William Bradford Shockley (1910-1989), en av pionjirerna bakom
etableringen av Silicon Valley, och en omstridd personlighet. Se &ven fotnot pa sidan 209.
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till och med sa att stora delar av elektronikvetenskapen gar ut pa att finna
metoder for att hantera analysen av dessa komponenter.

En enkel metod gar ut pa att gissa strommarna: dioderna i en krets
antas vara ideala, vilket innebéar att de antingen leder eller sparrar strom.
Sedan gissar man helt enkelt vilka som leder och vilka som spérrar, och sedan
kontrollerar man att Kirchhoffs strom- och spénningslagar ar uppfyllda och
forenliga med den gissning man gjort. Ar de inte det, gér man en ny gissning
och sa vidare. Denna metod kan vara bra for 6verslagsberdkningar dar dioden
verkligen &r tédnkt som en ventil som antingen &r 6ppen eller stingd.

Vi ska dock titta ndrmare pa tva andra metoder som ar anvandbara da vi
vill vara lite noggrannare. Den ena metoden &r grafisk och kan behandla kon-
stanta spénningar och strémmar, medan den andra gar ut pa att linjarisera
komponentens uppférande for att kunna gora rakningar for sma storsignaler.

10.4 Grafisk losning

Denna metod ar mycket allmén och kraftfull for kretsar som innehaller endast
en ickelinjar komponent. Metoden demonstreras bist genom ett exempel.
Antag att vi har en diod inkopplad i ett i 6vrigt helt linjart natverk, bestaende
av (tidskonstanta) spanningskéllor, stromkéllor, samt resistanser. Observera
alltsa att vi inte studerar tidsharmoniska signaler i detta fall. Det linjara
nétverket kan da analyseras med de metoder vi utvecklat hittills och ersittas
med sin Théveninekvivalent enligt nedan

Ry
iDY +
AV N VA
Kirchhoffs spéanningslag ger nu
Vi — Rip —vp =0 (10.1)

vilket kan tolkas som en rét linje i ett diagram med diodstrém ip och diod-
spanning vp pa axlarna. Denna linje kallas for belastningslinje eller arbets-
linje. Lat diodens karakteristik ges av Shockley-ekvationen med parameter-
virdena Vy = 25mV, n = 1 och I, = 107 A. Med spénningen V; = 1.5V
och resistansen Ry = 600 €2, far vi féljande linje:
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Skirningen mellan den rdta linjen och diodens karakteristik ger den rétta
spanningen och strommen for dioden.

For att rita in den réta linjen beh6ver man bara berdkna tva punkter
som linjen gar genom och dra en réat linje mellan dem. Nagra enkla punkter
ges av extremvérdena vp = 0 och ip = 0. Insédttning i (10.1) ger punkterna
(vp,ip) = (0,V;/R;) och (V;,0). Om dessa punkter inte far plats i diagram-
met, far man véalja nagra andra punkter, till exempel givna av skidrningen
med diagramaxlarna.

Denna grafiska metod bygger pa att hela kretsen utom dioden &r linjar,
och déarfor kan ersidttas med en Théveninekvivalent och representeras med en
enkel rat linje som ovan.

10.5 Linjarisering, smasignalschema

Den andra metoden vi ska ga igenom &r mycket generell, och kommer &ven
att anvindas da vi tittar pa falteffekttransistorn (FET). Metoden bygger pa
att till exempel spanningen 6ver en diod ofta kan delas upp i en tidskonstant
och en tidsvarierande del enligt

UD(t> = VDQ + Ud(t)

dér den tidsvarierande delen vq(t) kan anses liten. I ett sddant fall kan strom-

spanningkarakteristiken approximeras med en Taylorserie:

. . . dZ'D 2

in(t) = in(vn(t)) = in(Vbg) + —=| va(t) +O((va)”)
N—— d’UD Q

:IDQ N’
=iq(t)
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Genom att ignorera de termer som ir av storleksordning (v4)?, kan problemet
delas upp i tva delar:

1. En ickelinjir del, dér endast konstanta spanningar (svarande mot Vpq)
behandlas, till exempel med den grafisk metod vi visade i foregaende
avsnitt. Detta problem bestammer arbetspunkten (Vbq, Ing) for dioden.

2. En linjar del, dar dioden ersitts av en linjdriserad modell runt arbets-
punkten (Vpq, Ing). Den linjiriserade modellen svarar mot lutningen
av strom-spanningskurvan for dioden, och denna del av problemet be-
stammer smdsignalen vq(t).

Arbetspunkten kallas pa engelska for quiescent point (ibland bias point), dér-
av index (). En vanlig beteckningskonvention ar att anvinda stora bokstéaver
for arbetspunkten Vpq, och sma bokstéver for smasignalen vq.

Den dynamiska resistansen (eller smdasignalresistansen) hos en diod def-

inieras enligt
~1
= | (Y ~ AV
4= dUD Q - Ai

déar Av och Ai ger lutningen pa diodens strom-spéanningskurva i arbetspunk-
ten, som i exemplet vi 16ste med grafisk teknik tidigare (nu med lite ann-
norlunda parametervirden for att tydliggora lutningen):

tp [mA]

Vi/R

1.
° Vi — Riip — vp =0

1_
05t
Ad
up [V]
0 1 1
0 0.2 0.4 06 T\ 08

Ett mer allmént exempel med Théveninekvivalent, den har gangen med tids-
beroende killor, skulle da kunna vara
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Ry

& w(t) up(t)

med v (t) = Vi + vs(t), dér vi antar att |V| > |vs|. Det forsta delproblemet
blir da att bestdmma arbetspunkten fran féljande schema,

Ry

Va Vbq

vilket &r precis samma rédkning som vi gjorde tidigare med grafiska meto-
den. Vi berdknar sedan dynamiska resistansen (smésignalresistansen) rq fran
diagrammet och studerar féljande smdasignalschema

Ry
+
Vin(t) rq Vut (1)

dar resistansen rq beror pa vilken arbetspunkt vi erhallit.

Kommentar: En vanlig teknik da man anvander sig av idén med smasig-
naler, ar att anvinda sig av sa kallade kopplingskapacitanser. Detta bygger
pa att impedansen for en kapacitans ar

1
Zo=——
¢ jwC
vilken ser ut som ett avbrott (Zo = oco) for konstanta signaler (dvs sddana
som har med arbetspunkten att gora, som har w = 0). Sméasignalerna daremot
kan ha tillrackligt hog frekvens for att slappas igenom av kapacitansen.
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Exempel: Med hjilp av en diod kan vi konstruera en spanningsstyrd dam-
pare,

Styr

01

Vin ( t ) Uut

Har bestdms arbetspunkten av likspanningen Vi, och smasignalen ges av
vin(t). Kretsschemat for att bestdmma arbetspunkten &r

‘/Styr

= Vvstyr VDQ

Inqy _

dar kopplingskapacitanserna ersatts med avbrott (da gar inte heller nagon
strom genom R, som ocksa kan tas bort), och sméasignalschemat &r

R

+
Vin (t) Rl Tq RL Vut (t)

dar spanningskallan Vi, ersatts med en kortslutning, liksom kopplingskapa-
citanserna C; och C5. Utsignalen fas nu genom spanningsdelning

'Uin(t>
14+ R/Ry+ R/ra + R/RyL,

-1
Vs = 1/R1-&1-1/T’d+1/RL Rvin(t) _
1/R1+1/Td+1/RL +
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Utsignalen ar alltsa alltid mindre dn insignalen, vilket motiverar att kretsen
kallas for en dampare. Den ar spanningsstyrd eftersom storleken pa utsignalen
kan kontrolleras med smasignalresistansen r4, som beror pa spanningen V..
O

Med hjalp av kopplingskapacitanser kan man alltsa separera de konstanta
spanningarna (biaseringen), och de kéllor som forser systemet med de sma
signalerna. Detta utnyttjas mycket i olika forstéarkarkopplingar med transis-
torer.

10.6 Negativ differentiell resistans

En lite mer spédnnande tillaimpning av begreppen linjarisering och smasignalschema
fas om vi studerar smasignalmodellen for en tunneldiod. Nedan ses en strom-
spanningskurva for en sadan diod tillverkad 1 GaAs |22, s. 533].

i [mA]
A

negativ differentiell resistans

o [V]

Det lite originella utseendet pa denna strom-spénningkurva har sitt ursprung
i ett kvantmekaniskt tunnlingsfenomen genom mycket tunna strukturer i dio-
den.? Eftersom smaésignalresistansen fér dioden ges av lutningen av kurvan,
ser vi att det inringade omradet svarar mot en negativ smasignalresistans.
En negativ resistans svarar mot att energi inte konsumeras i kompo-
nenten, utan snarare produceras, eftersom effekten &r negativ, p = vi =
(—Ri)i = —Ri?. Detta dr helt i sin ordning, och tolkas s& att energi omvand-
las fran den statiska spanning som uppratthaller arbetspunkten fér dioden,

3Tunneldioden och dess kvantmekaniska forklaring presenterades av japanen Leo Esaki
(1925-) 1958. Han belonades med Nobelpriset i fysik 1973 tillsammans med Ivar Giaever
(1929-) och Brian David Josephson (1940-). Tunneldioden ben&dmns ibland Esakidiod efter
sin upphovsman.
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till energi bunden till smasignalen. Den totala energin, inklusive bade stor-
signal och smasignal, &r alltid bevarad.

Exempel: En negativ smasignalresistans utnyttjas ofta i oscillatorkretsar.
Smasignalschemat for en sadan kan se ut som nedan, déar vi antar att alla
strommar och spanningar har tidsberoendet e, dvs v(t) = V e* etc, svarande
mot anvindande av Laplacetransformen.

+ Iy I Ik
1
—__ — L —R
v T sC i

Samma spanning ligger over alla kretselementen, vilket ger att Kirchhoffs
stromlag kan skrivas

\% \%
= I L +1_g= — 4+ —
0 c+ 1+ 1R SCV+SL+_R

Denna ekvation kan skrivas om till en andragradsekvation fér den komplexa

frekvensen s
RC ' LC

med losningen

1 \/ 1 1
s = + - —
2RC (2RC)? LC
Vi ser att s har positiv realdel, och eftersom vi har tidsberoendet e** svarar
detta mot losningar som ar exponentiellt vixande i tiden. I verkligheten
intraffar inte riktigt detta, utan néar smasignalen blivit tillrdckligt stor sa kan
vi helt enkelt inte betrakta stor- och smasignal som skilda problem langre.
I stéllet uppstar en komplicerad vixelverkan dem emellan som gor att de
totala spdnningarna och strommarna i kretsen forblir dndliga.

Oscillatorn ingar alltid i en storre omgivande krets, och om denna ar ratt
anpassad, kommer resultatet bli att oscillatorn beter sig som en spanningskél-
la med tidsharmoniska svingningar pa vinkelfrekvensen w = 1/ VLC'. Detta
ar dock ett relativt avancerat designproblem for vilket vi hanvisar ldsaren till
mer avancerad litteratur [5,18]. U

Detta exempel visar att man kan behdva vara forsiktig i tillimpningen
av linjarisering och smasignalbegreppet. Ibland kan linjariseringen leda till
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instabila l6sningar (exponentiellt vixande i tiden), vilket &r ett tecken pa att
en noggrannare analys dr nodvandig. De flesta exempel vi studerar i denna
bok ar stabila, men vi atervinder till ett exempel med oscillator i avsnitt 12.10
pa sidan 235, dér vi ger exempel pa en fullstdndig (numerisk) 16sning.



Kapitel 11

Transistorer

Det finns manga sorters transistorer.! I denna bok betraktar vi endast MOS-
FET, dvs Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor, som &r den i
dagslaget dominerande teknologin for transistorer i integrerade kretsar. De
analysmetoder vi anvéander, framst smasignalanalys, gar dock utmarkt att
anvanda dven for andra transistortyper. Vi ger ingen detaljerad analys av
fysiken bakom transistorn, utan hénvisar till bécker om halvledarfysik for
detta [13,22].

11.1 Strom-spanningkarakteristik

Den grundldggande geometrin for en NMOS-transistor ar enligt figur 11.1.
Vanliga dimensioner pa transistorn &r 10nm < L < 1pum, 0.5pym < W <
500 pm, och 1nm < %, < 100nm. Vanligtvis géller att nya och snabbare
transistorer ocksa ar mindre. Oxidlagret gor att strommen genom anslut-
ningen G &r i princip noll. Transistorns kretssymbol, med anslutningar for
Source, Gate, Drain och Body enligt ovan, ar

D

Go—Jre—0B

S

Uppfinningen av transistorn belénades med Nobelpriset i fysik 1956. Priset delades
mellan William Bradford Shockley (1910-1989), John Bardeen (1908-1991), och Walter
House Brittain (1902-1987). John Bardeen dr den hittills ende som erhallit tva Nobelpris
i fysik. Han belonades igen 1972, for arbete med supraledning.

209
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B S G D
- - T -
W
- - gate -
/ source | oxide i tox drain
body D

Figur 11.1: Principskiss 6ver geometrin for en NMOS-transistor.

Tanken med kretssymbolen ar att efterlikna den fysiska geometrin for tran-
sistorn. Det ar ont om vedertagna svenska namn for source, gate, drain och
body. Gate kallas ibland for “styre” pa svenska, body kallas ofta "substrat”
eller "bulk”. Vi kommer darfér anvinda svengelska beteckningar i denna bok.

Det 6nskade beteendet hos transistorn ar foljande. Genom att ldgga en
positiv spianning mellan G och S, attraheras elektroner till omradet kring S
under gaten, vilket skapar en kanal med negativa laddningsbarare som kan
leda strom mellan D och S, se figur 11.2. Detta sker forst da spanningen
overskrider en viss troskelspédnning. Da spdnningen mellan G och S under-
skrider denna spanning, kan ingen strém ga fran D och S. P4 samma séatt
styr spanningen mellan G och D kanalen kring D.

Observera att transistorn dr symmetrisk till sin konstruktion, det som
avgor vilken anslutning som &r source respektive drain ar stromriktningen
och laddningsbérarna. Source &r den anslutning dér laddningsbdrarna gar
in i kanalen, och drain ar den anslutning dar de ldmnar kanalen. Vanligtvis
ritar vi kretsscheman dér strommen gar nedat (dvs elektroner gar uppat),
och eftersom elektroner &r laddningsbarare i NMOS blir det da naturligt att
ha S langst ned och D hogst upp i transistorsymbolen.

Det ar vanligt att S och B kopplas ihop, inte minst da transistorns egen-
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strypt omrade linjart omrade mittat omrade
D D D
- n — — 1 - n
vep < Vg vep > Vi kanal vep < Vi kanal
G G
+ p + A p + G p
vas < Vi vas > Vi vas > Vi
S S
- ——— 1 — ————— 1N — éi n

Figur 11.2: Tllustration av kanalen i de olika arbetsomradena for en NMOS-
transistor.

skaper ska métas. De storheter som méts upp definieras fran foljande kopp-
ling:

(55

) qﬁjz C_) ups

Vi ser att det finns tre storheter inblandade, ip, vps och vgg. Detta gor att
vi inte kan anvinda en lika enkel karakteristik som for dioden, déar vi bara
behovde rita strommen som funktion av spanningen. For falteffekttransistorn
ritar man vanligen strommen ¢p som funktion av spanningen vpg for ett
antal olika fixa spanningar vgs. Man kan ocksa rita den som funktion av vgg,
bada varianterna finns i figur 11.3, dar V; betecknar den troskelspédnning som
ndmndes ovan. Vi ska nu titta ndrmare pa dessa kurvor.

+

11.2 Tre olika arbetsomraden

Det finns tre nagorlunda distinkta arbetsomraden for transistorn:

Subtroskelomradet (strypt omrade, cutoff) Hér drvgs < V; (och vgp <
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20
linjéra i Ugs=D
omradet

15 mittnadsomradet

10 Yos=1
5 UGS:?)
Ugg=2
> UDS

0 5 \ 10 15 [V]

subtroskel Vo< Vi

ip [mA]
20 |
| Ups=15
I
' =3
15 | méittnads\ Ups=
: omréadet 9
subtroskel Ups=
10 |
UGS< Vt |
: UDS: ].
5 I
| linjéra
I omradet
0 > UGS
0 Ly, 2 3 4 5 V]

\ troskelspanning

Figur 11.3: Strommen ip som funktion av spanningen vpg (6verst), samt
som funktion av spénningen vgs (nederst).
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Vi), och ingen strém gar genom transistorn, dvs
ip =0

Linjara omradet Har stiger strommen snabbt som funktion av spidnningen
vps, svarande mot omradet till vanster om den streckade linjen i figuren
ovan. Omradet definieras av villkoren vpg < vgs — V4 (eller vgp > V;)
och vgs > V4, och strémmen ges av

ip = K [2(vas — V;)vps — vhg]

D4 vps < vags — V4, kan man forsumma termen vdg och far forhallandet
ip ~ 2K (vgs — V;)vps, dvs transistorn beter sig som en spénningsstyrd
resistans med resistans R,, = vps/ip = 1/(2K(vgs — V;)). Detta &r
forklaringen till att detta arbetsomrade kallas for det linjdra omradet.

Maittnadsomradet (saturation region) Hér dr strommen i princip kon-
stant, svarande mot omradet till hoger om den streckade linjen i figuren
ovan. Omradet definieras av villkoren vpg > vgs — V4 (eller vgp < V;)
och vgs > V4, och strémmen ges av

ip = K(vgs — V;)?

I verkligheten har strommen ip ocksa ett svagt, linjart beroende pa
spanningen vpg i det méattade omradet, vilket syns som en svag lutning
pa kurvorna i 6vre delen av figur 11.3. For att modellera d&ven denna
lutning kan man inféra en parameter A och det modifierade forhallandet
ip = K(UGS - ‘/;)2(1 + )\’UDS).2

Konstanten K ges av

K=-—=
L2

déar W och L svarar mot de fysiska dimensionerna hos transistorn i figur 11.1.
Konstanten « kallas for processtranskonduktansen, och kan skrivas

E0&r
Tox

2Formlerna givna fér méittnadsomradet stimmer bra for relativt stora transistorer
(storleksordning mikrometer), medan moderna transistorer i storleksordning nanometer
visar sig beskrivas vl av ett linjart samband ip = Kgat (vas — Vi) 1 méttnadsomradet, dar
Kt 8r en parameter som beror pa transistorns geometri och material.
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dar p ar mobiliteten for laddningsbérarna, som definieras fran relationen
v = pkF, diar v ar laddningsbararnas medelhastighet och E ar det palagda
elektriska féltet. Den avslutande faktorn ege, /toy, dir €, = 3.9 &r relativa per-
mittiviteten for oxiden och t., oxidlagrets tjocklek, svarar mot kapacitansen
per ytenhet for oxidskiktet.

Eftersom k ofta ar bestdmd av den process som anvinds for att tillverka
transistorn, anvander sig elektronikkonstruktoéren vanligtvis av dimensioner-
na W och L for att kontrollera transistorns egenskaper.

PMOS Genom att ta den ursprungliga geometrin for en NMOS-transistor
och ersitta all n-dopning med p-dopning och tvértom, kan man skapa en
transistor med i nagon mening omvanda egenskaper, en sa kallad PMOS-
transistor. I denna transistor ansluts i stéllet en negativ spanning mellan G
och B, vilken attraherar hal fran substratet vilket leder till en ledningskanal
med positiva laddningsbéarare. Eftersom source-anslutningen definieras som
den anslutning varifran laddningsbararna gar in i kanalen, leder detta till att
source och drain maste byta plats jamfort med NMOS enligt nedanstaende
figur.

¢

Observera att den lilla pilen vid B-anslutningen bytt riktning for att indikera
PMOS, samt att riktningen for strommen ip i detta fall definieras ut ur drain,
till skillnad fran NMOS. Tack vare denna definition blir strommen ip positiv,
medan spanningen vgg och troskelspanningen V; blir negativ for PMOS.

[ tabell 11.1 finns en sammanstéallning 6ver NMOS- och PMOS-parametrar.
Skillnaden i virde for &, 115 AV =2 for NMOS och 40 pAV =2, beror till storsta
delen pa att de olika teknologierna anvénder olika laddningsbéarare, elektroner
for NMOS och hal for PMOS.

Att fundera pa: Hur starkt elektriskt félt ligger typiskt dver oxidskiktet i
en MOSFET om gatespanningen &ar ca 3V och t,, = 20nm? Jamfor med den
faltstyrka som kravs for att fa ett elektriskt genomslag i luft, ca 3-10°V /m,
respektive ca 10° V/m for kiseloxiden. O
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NMOS PMOS
Doe. S
D

Kretssymbol G o—' G o—' :J
TS 675 cm?V—1s7! 240 cm?V g™t
K~ 115 pAV—2 40 pAV 2
U~ 105V 06V
Subtroskel (Uel < ‘/t, vas > ‘/t,
(strypt vps > 0, vps < 0,
omréade) ip =0 ip =0
Linjart omrade | vgg > V4, vgs < V4,

0 <wpg <wvgs — Vi,
iD = K(2(’UGS — ‘/t)UDS — UIQDS)

0 > vpg > vas — V4,
iD = K(Q(’UGS — ‘/t)UDS — U]QZ)S)

Mattnads- vas = Vi, vas < V4,
omrade Ups > vas — Vi, vps < vgs — V4,

ip = K(vgs — Vi)? ip = K(vgs — Vi)?
Ups, UGS Vanligtvis positiva Vanligtvis negativa

Tabell 11.1: Sammanstéllning av olika parametrar for integrerade NMOS
och PMOS transistorer med kanalbredd L = 0.35 ym. Om man behover ta
hénsyn till den svaga lutningen pa stréomkurvan i det méattade omradet, kan
det goras med forhéallandet ip = K (vas — V;i)?(1 + Avpg).

11.3 Logiska grindar med CMOS

Genom att kombinera NMOS och PMOS kan man bygga olika logiska grin-
dar, vilka utgor grunden till hela digitaltekniken. Tekniken kallas fér CMOS,
Complementary MOS, och ar den dominerande tillampningen for falteffekt-
transistorer. Vi ska hér bara titta pa hur man kan bygga en inverterare i
CMOS.

En inverterare ar en komponent som omvandlar en digital signal till sin
motsats, dvs en "lag” spanning (ndra 0V) omvandlas till en "hég” spanning
(t.ex. néra 5 V). Den fysiska implementationen finns till vénster i figur 11.4,
och dess kretsmotsvarighet till héger.

Om matningsspanningen Vpp ar rejalt storre an troskelspédnningen Vi, sa
fungerar denna konstruktion som en inverterare:

e Dé ingangsspanningen ar hog (=~ +Vpp), sd &r spdnningen vgg Over
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D
V]gD
+ D -
PMOS S
G 0 <
Vae(V)
5 |

Vvin Vut hOg 4 +

o0—e o—=e

D
2 1
G p
lag 1 |
S

=)
o | ES
®)
o [}
Z,
=
©)
o | S

o)

=

NMOS n

Figur 11.4: En logisk inverterare, realiserad med en NMOS- och en PMOS-
transistor. Till vinster ses en principskiss 6ver den fysiska geometrin i ge-
nomskarning, och langst upp till hoger ar kretsens schema. Langst ned till
hoger ses 6verforingskarakteristiken, dér vi anviant +5V som typvéirde for en
hog signal. Notera att omslaget inte ar omedelbart.
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NMOS-transistorn positiv vilket gor att den undre transistorn kan leda
strom: den upplevs alltsa som en kortslutning mot jord och utsignalen
blir ndra 0V, dvs lag.

e Dé ingangsspanningen ar lag (~ 0), s ar spanningen vgg 6ver PMOS-
transistorn negativ, vilket gor att den 6vre transistorn kan leda strém:
den upplevs alltsa som en kortslutning mot matningsspanningen och
utsignalen blir nara +Vpp, dvs hog.

I bada fallen spéarrar en av transistorerna och leder inte strém. Detta leder
till att kretsen i princip inte drar nagon strom (éven om det alltid ldcker lite
grann), vilket ar en av de stora fordelarna med CMOS-tekniken.

Den vanligaste anvandningen av falteffekttransistorn ar alltsa mycket en-
kel: genom gatespanningen styrs om transistorn kan leda strém eller inte.

Vi ska nu titta pa ett lite mer komplicerat byggelement: NAND-grinden
(NAND = Not AND, dvs en inverterad OCH-funktion). En NAND-grind
har tva ingangar, A och B, och en utgang med egenskapen att den ar hog
for alla kombinationer av A och B utom da bada &r héga; utgangen blir da
lag. I figur 11.5 ses en realisering av denna funktion med fyra transistorer.
Da bade A och B &r hoga, sa spéarrar de 6vre PMOS-transistorerna och de
undre NMOS-transistorerna leder, dvs utgangen blir lag. For alla andra kom-
binationer leder minst en av de 6vre transistorerna och minst en av de undre
sparrar, vilket leder till att utgangen blir hog.

Liknande kretsar kan anvindas for att realisera NOR-funktionen. Det
finns ett viktigt resultat som visar att alla logiska funktioner kan realiseras
med endast NAND-grindar (eller endast NOR-grindar),® varfor ett standard-
byggblock som NAND-grinden ar tillrackligt.

11.4 Smasignalmodell av MOSFET

Vi ska nu ta en narmare titt pa hur en transistor i MOSFET-teknologi kan
beskrivas for sma signaler. Den stora svarigheten med att analysera kretsar
med transistorer i, bestar i att den &r en ickelinjar komponent. Fran vara
erfarenheter av dioder i forra kapitlet vet vi att det kan ga att linjarisera
sadana problem. Vi studerar en NMOS-transistor och antar att savil gate-
spanning som drain-spanning har en tidskonstant och en tidsvarierande del,

Vs (t) = VGSQ + Ugs(t)
UDS(t) = VDSQ -+ Uds<t)

3Den amerikanske logikforskaren Henry Sheffer (1882-1964) visade detta 1913.
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J ut
A —| Fe——
::| NMOS
B T
A Blut
1 110
1 0 1 H Metall [J N-dopning
0 1 1 H Polysilikon O P-dopning
0 0 1 B Kontakt [J N-grop

Figur 11.5: En NAND-grind realiserad med tva NMOS- och tva PMOS-
transistorer. Till vénster finns ett kretsschema och en sanningstabell Gver
kretsens funktion, dér 1 betyder hég och 0 betyder lag. Till hdger ses en prin-
cipskiss over den fysiska geometrin pa kiselbrickan sedd ovanifran. Notera i
kretsschemat till vianster hur bada transistorerna i respektive PMOS/NMOS-
block har samma Body-anslutning, samt hur detta svarar mot den fysiska
geometrin.
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dér de tidsvarierande spanningarna kan anses vara sma. Drain-stréommen
beror pa bada dessa spanningar, ip = ip(vgs, Ups). Enligt samma recept som
i diodkapitlet kan vi approximera drain-strommen med en Taylor-serie,

in(t) = in(vas(t), vps(t))

. Jdip Jdip
~ip(Vasq, Vbsa) + 5| tesl(t) + 5= vas(t) + O((vgs)”, (vas)”)
N ~~ d vGs g UDs (g
=Ibq N ~~
=iq(t)
De partiella derivatorna betecknas ofta enligt
Jdip Jdip 1
=~ gm.  och - —
611(;5 Q aUDS Q Tq

dér gy, ar transkonduktansen och rq ar drain-resistansen for transistorn. Par-
tiella derivator betyder i det har sammanhanget att da vi berdknar transkon-
duktansen g,,, ska vi gora det genom att studera hur strommen ¢ dndrar sig
da vi varierar vgs kring arbetspunkten ) men haller vpg konstant.

Transkonduktansen g, och drain-resistansen rq kallas for transistorns
smasignalparametrar. Smasignalmodellen {6r transistorn kan ritas i krets-
schemat enligt

Smasignalparametrarna beror pa i vilken arbetspunkt (Vasq, Vosq, Ing) tran-
sistorn befinner sig. Om vi antar att transistorn befinner sig i méttnadstill-
stand och bortser fran strommens beroende pa vpg (som vanligtvis &ar litet,
dvs rq ar relativt stor), s ges strommen av ekvationen (se tabell 11.1)

in = K(vgs — V)
Deriverar vi denna finner vi
~ Oip
B aUGS Q

Jm = QK(VGSQ — ‘/;) (111)

vilket visar att transkonduktansen vanligtvis vixer med gate-spanningen.
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11.5 Forstarkarkopplingar med MOSFET

Vi dr nu redo att studera en typisk forstarkarkoppling enligt nedan.

Vbp Vbp

Rp
Rl Cg

R D vt

— (4

Syftet med denna koppling ar att forstdrka insignalen vy, till exempel med
avsikten att den ska vara lattare att méata. Kopplingskapacitanserna C; och
(5, liksom kapacitansen C'g, antas sa stora att impedansen for smasignalerna,
1/jwC, &r férsumbar, medan de agerar som avbrott for storsignalerna (som
ar konstanta i tiden).

11.5.1 Storsignalschema (for biasering)

For att bestimma arbetspunkten for transistorn studerar vi ett kretsschema
for storsignalerna. Detta erhalls genom att ersédtta kopplingskapacitanserna
i det ursprungliga schemat med avbrott, vilket leder till schemat har intill.
For att berdkna spanningen mellan gate
och source Vggq, berdknar vi forst nodpotenti- Vob Vob
alen vid gate relativt jordpunkten, vilket svarar
mot spanningen Over R,. Eftersom strommen
in till gaten &r i princip noll pga det isolerande
oxidskiktet, gar samma strom genom R; som
genom Ry och vi kan berdkna spidnningen &ver
Ry genom spanningsdelning:

Rp

Ry

Ve = ——=
B R R,

VDD
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Kirchhoffs spéanningslag ger nu

Ry

V(;SQ + RleQ — VRQ — m

Vbp (a)

samt

RpIpg + Vbsq + RsIpg = Vop (b)

Nér dessa ekvationer kombineras med (vi antar att vi befinner oss i det
méttade omradet)

Ing = K(Vasq — Vi)? (c)

kan vi berékna arbetspunkten (Vasq, Vbsq, Ing). Vi startar med att sétta in
uttrycket (c) i (a), och subtrahera V; fran vénster- och hogerled:

Rs
- VA V4
R+ R, 2P "

Detta ar en andragradsekvation for Viosq — V4, med 16sning

Vasq— Vi =~ & Ly, B vin -,
GSQ T O RGK 2R K RsK \ R, + R, PP "

Roten med minustecken framfor kvadratroten kan kastas eftersom den skulle
leda till Viogsqg — Vi < 0, vilket inte ar forenligt med att transistorn ska befinna
sig i mattnadsomradet. De resterande storheterna Ing och Vpgq fas genom
aterinsédttning i (a) och (b), och vi har till slut 16sningen

Vesa = Vi — = + Ly, ! My,
GSQ T T T O RGK ORsK RsK \R, + R, PP

1 R,
Ino = — | ———=— Viop — V2
Q™ Re (Rl 1+ Ry, PP GSQ>

Vbsq = Voo — (Rp + Rs)Ipq

dér vi avstatt fran att skriva ut de fulla uttrycken for Ipg och Vpgq efter
inséttning av uttrycket for Vgsq.*

Vi skulle nu kunna sétta in dessa uttryck i t.ex. (11.1) for att berdkna
smasignalparametrar som g, uttryckt i data for storsignalschemat. Det inses
dock att det borjar bli ratt jobbigt att utfora alla dessa rékningar algebraiskt,
utan att sérskilt mycket fysikalisk insikt vinnes. Med givna siffervirden &r
det dock vanligtvis en enkel sak att 16sa ekvationerna, antingen numeriskt
eller grafiskt.

Vasq — Vi + RsK (Vasq — Vi)? =

4Med sambandet Inq = Kaat(Vasq — Vi) som géller for nanometerstora transistorer
(se sidan 213) forenklas dessa uttryck vésentligt, d& man inte behéver 16sa nagon an-
dragradsekvation.
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11.5.2 Smasignalschema

Det ekvivalenta schemat for sméasignalerna (som antas variera snabbt med
tiden) erhalls genom att kapacitanserna ersitts med kortslutningar, samt att
likspanningskéllor ersiatts med kortslutning for smasignalen:

Om vi ersétter transistorn med sin smasignalmodell och ritar rent detta sche-
ma erhaller vi

: Tut

| +
RD RL Vut

-

GmUgs Td

Vi kan ersétta parallellkopplingen mellan R, och R; med en ekvivalent resi-
stans, liksom parallellkopplingen mellan rq, Rp och Ry, och erhalla

Im Ugs RL Vut




11.6. HOGFREKVENSMODELL 223

déar resistanserna bestams av

111

Ry R Ra
1 1 1 1

B n R R

Vi ser nu att utspanningen &r (minustecknet kommer fran referensriktningen
for strommen)
/ /
Uyt = _gmvgsRL = _gmvinRL

vilket ger en amplitudforstiarkning pa

Vut Vi _gm

= — mR =
Vin g L 1/Td+1/RD+1/RL

I detta avsnitt har vi visat hur en mycket enkel forstarkare kan konstrueras
med hjilp av en enda transistor. For att vidare karakterisera forstarkaren
dr man ibland intresserad av dess ingangsresistans (vilken resistans som in-
signalen upplever), samt dess utgdangsresistans (vilken resistans som finns i
den Théveninekvivalent som kan identifieras vid utgéangen). Vi gar dock in-
te djupare in pa detta. I nédsta kapitel kommer vi att studera manga andra
forstarkartyper med hjélp av den lite mer abstrakta komponenten operations-
forstéarkare.

11.6 Hogfrekvensmodell

Da frekvensen for smasignalen blir allt hogre, maste vi ta hansyn till sa
kallade parasitelement i transistorn. En forsta enkel utvidgning &r att ta
hénsyn till kapacitiva kopplingar mellan gate och source respektive drain,
enligt nedanstaende figur.

I noggrannare modeller forekommer &nnu fler parasitelement. Kapacitanser-
na Cgg och Cyq beror pa arbetsomradet for transistorn, och i det méttade
arbetsomradet géller Cgs > Cyq. Om vi antar tidsharmoniska strommar och
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att strommarna genom Cyq och 74 ér forsumbara, kan vi uppskatta de kom-
plexa amplituderna for strommarna genom gate och drain genom

I, = jwCas Vs
[d ~ gm‘/gs
Vi kan nu definiera en stromforstarkningsfaktor genom

’[d’ ~ Um

L] wCis

I de tidigare modellerna vi anvént, dir strommen genom gate forutsatts vara
noll, har denna forstdrkning varit oéndlig. Med denna nagot noggrannare
modell ses att det finns en vinkelfrekvens wr da forstarkningen ar lika med
ett,” dvs amplituden for strommen genom gate ér lika med amplituden for
strommen genom drain, och transistorn ar att betrakta som oanvéandbar.
Denna frekvens &r en viktig jamforelseparameter for transistorer avsedda for
hogfrekvenstillampningar, och ges av

wr 9m
fr=—+—

o 27 Cys

Kapacitansen Cy kan uppskattas med kapacitansen for oxidskiktet, dvs Cyg =
eoe:W L /tox, och da transistorn &r i sitt méttade omrade har vi transkonduk-
tansen g, = 2K (Vosq — Vi) fran (11.1). Eftersom K = (W/L)x/2 med
K = HEoEr/tox, Dlir det slutliga uttrycket for gransfrekvensen

fr— t(Vasq — Vi)

T 2m L2

Fran detta uttryck ser vi att de tva parametrar som &r viktigast for att skapa
snabbare transistorer dr kanallingden L samt mobiliteten p hos laddnings-
bararna. Spanningen Viagq — Vi Onskas ofta hallas sa lag som mdjligt, bland
annat for att minska effektforbrukningen. Om vi anvénder virdena pu =~
675 cm?V~1s7! Vogq — Vi & 1V och L & 100 nm, vilket r representativt for
dagens teknologi, far vi fr ~ 1THz. De snabbaste transistorerna idag har
fr = 100 GHz, vilket visar att ovanstaende uttryck for fr ar nagot optimis-
tiskt. Nar kanallangden borjar bli sa liten som 100 nm, maste vara modeller
kompletteras: bland annat méattar laddningsbararnas hastighet i kanalen vil-
ket kan ses som en minskad mobilitet vid hoga spanningar, och kapacitansen
Cys maste Okas for att kompensera for att plattkondensatorapproximationen
inte langre ar bra. Sammantaget ger detta korrigeringar som svarar ungefar
mot felet i var formel ovan. Vi hanvisar dock till kurser i komponentfysik for
vidare utredningar.

Index T star for engelska benimningen “transition frequency”, och andra vanliga namn
ar "unity gain frequency” och "cutoff frequency”.



Kapitel 12

Operationsforstarkare

I detta avsnitt ska vi studera en viktig komponent i elektroniken som bru-
kar kallas for operationsforstirkare, pa engelska operational amplifier, ofta
forkortat "op-amp”. Den engelska forkortningen op-amp, eller bara "OP”, an-
vands ofta av elektronikkonstruktorer &ven nér de i 6vrigt talar svenska. Sjal-
va namnet, operationsforstarkare kommer fran att komponenten ursprungli-
gen anvandes for att implementera olika matematiska operationer som addi-
tion, subtraktion, integration etc.

12.1 Allmant om forstarkare

I manga fall &r det Onskvért att forstdrka en svag signal till en hogre styrka
for att kunna gora en fortsatt bearbetning, till exempel for att kunna om-
vandla en analog signal till en digital som kan analyseras vidare i en dator.
Signalen kan skapas av en sensor, som utnyttjar olika fysikaliska fenomen som
temperatur, tryck, ljus etc for att skapa en elektrisk signal. Denna signal kan
vara priméart en spanning eller en strom, och en lamplig modell av sensorn
ar da antingen en Thévenin-ekvivalent eller en Norton-ekvivalent, beroende
pa hur forstarkarens ingangsresistans Ry, forhaller sig till sensorns inre resi-
stans Rs. Vad som ar en lamplig modell for forstarkaren beror pa hur stor
dess utgangsresistans R, ar i forhallande till dess belastningsresistans Ry,
som modellerar steget efter forstéarkaren, se figur 12.1. Operationsforstarka-
ren i sig ar typiskt en spanning-till-spanning-férstarkare, men med hjalp av
ett omkringliggande nétverk kan den ocksa anvéndas for att bygga andra
forstarkartyper.

225
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Spanning-till-spanning Spanning-till-strém
R, Ru R, i
& HROR T -0 bl 0
Rin > RS> Rut < RL Rin > R57 Rut > RL
Strom-till-spénning Strom-till-strém
) i | . i i
OO [ o0 - Il 0~
R, < R, Ry < Ry, Rin < Ry, Ry > Ry,

Figur 12.1: Fyra olika forstarkarmodeller, beroende pa om den priméra in-
och utsignalen &r spénning eller strom. Forstarkningen karakteriseras av olika
parametrar beroende pa kombinationen av in- och utsignal: ett enhetslost
tal A for spanning-till-spanning och strom-till-strom, en transkonduktans G
(enhet 1/ Q) for spanning-till-strom, samt en transresistans R (enhet Q) for
strom-till-spénning.

12.2 Kretsmodell for operationsforstarkaren

Operationsforstiarkaren bestar vanligtvis av nagra tiotal transistorer, samt
ett par resistanser och kapacitanser, till exempel enligt figur 12.2. For en
mer ingaende diskussion om hur operationsforstarkaren kan implementeras,
hénvisas dock till andra bocker, och vi koncentrerar oss pa en allmén analys
av operationsforstarkaren.

Symbolen for operationsforstiarkaren och dess viktigaste anslutningar fram-
gar av figuren nedan.

ip
+ o»— +
Uin -+
o> — Vut
in —

—Vee J:—

Matningsspanningarna 4V ritas ofta inte ut. Ett typiskt forhallande mellan
in- och utsignal kan se ut enligt
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IHH,HH]III

0 1
| i 1
60-talet PE I Q12
NU”'WVEmﬂg |@ '— - —%_ .| !
70-talet — T, .
Q2 i
Tnverting
Q 80-talet Q4 :‘npur
- i
90-talet o i
=] P
Qs | 1| Jeto

i |

. P

| sl

offset| Offset
null fsm( 1k$ | null] S5k

i [

Figur 12.2: Till vinster ses en historik av operationsforstarkare, fran de re-
lativt otympliga elektronréren under 50-talet (varje ror svarar mot en transis-
tor) till dagens integrerade kretsar. Langst upp till hoger ses en uppforstorad
bild av en nutida OP med sin kapsel, och under den ett typiskt kretsschema
for hur den ser ut internt.

dér vi ser att den verkliga operationsforstarkaren bottnar, dvs utsignalen
blir som mest +Vcc och som minst —Vic. Om vi bara betraktar det linja-
ra omradet, dvs déar linjen v, = Av;, utgoér en god approximation, far vi
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kretsmodellen

Vanliga storleksordningar och namn pa parametrarna i denna modell ar

e A = 50000, raforstarkning
e Ri, ~ 1M, ingangsresistans (ingangsimpedans)
e R, ~ 100, utgangsresistans (utgangsimpedans)

Eftersom raforstdarkningen ar mycket stor, blir utsignalen mycket kénslig for
andringar i insignalen. Elektronikkonstruktéren anvénder sig darfér ofta av
en krets med negativ aterkoppling for att stabilisera utsignalen fran en ope-
rationsforstarkare.

12.3 Komparator

Innan vi gar vidare med aterkopplade system, ska vi titta pa en anvandbar
krets som inte anvander aterkoppling.

? +VCC

Vin

Den linjdra modellen v,y = Awvy, bryter samman da |Awvy,| ~ Ve, varvid
utsignalen méattar och inte blir storre &n V. Eftersom raforstarkningen A
ar mycket stor, kommer utsignalen v, att bli +Vyc om insignalen vy, >
Vee/A = 0, och —Vee om vy, < —Vioe/A = 0.

Denna krets kan alltsa anviandas for att kontrollera om inspanningen vy,
ar storre eller mindre &n noll (eller ndgon annan referensspanning), och kallas
déarfor komparator. Utspanningen blir begransad till £Vo¢ eftersom opera-
tionsforstarkaren inte kan ge storre utsignal &n dess matningsspénning.
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12.4 Aterkoppling

Mer anvandbara kretsar kan skapas genom att utnyttja negativ aterkoppling.

Detta gar ut pa att koppla tillbaka utsignalen till den negativa ingangen.
Den 6nskade effekten ar att om vy, okar, sa 6kar ocksa v,:: om denna kopplas
tillbaka till den negativa ingangen, sa hojs dennas potential och vy, = v, —
v_ minskar nagot, vilket leder till en nagot minskad utsignal. Den negativa
aterkopplingen motverkar alltsa dndringar i systemet, och utnyttjas flitigt i
olika forstarkarkopplingar, samt i allmédnna reglersystem.

Exempel: Kretsen i figuren nedan &r en sa kallad icke-inverterande for-
stiarkare, som kan anvindas for att forstdrka en spanning (signal) v. Vi ska
forst analysera kretsen fullstéindigt, och sedan visa hur resultatet forenklas
da vi tar hinsyn till storleken pa de olika parametrarna for operationsfor-
starkaren.

For att bestdmma utspanningen v,;, anvander vi Kirchhoffs strémlag pa no-
derna 1 och 2. Det ger

V] — v U1—0+U1—U2
Rin Ry Ry
UQ—A(U—U1)+U2—111

Rut RQ

=0

=0

eller som en matrisekvation

1 L 1 1 S
Rin + Ry + Ry Ro U1\ _ [ B
A 1 U vy ) A
Ru R Ryt | R 2 Rut
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med 16sning

Det &r inte latt att fran detta uttryck fa en uppfattning om hur férstarkar-
kretsen fungerar. Lyckligtvis vet vi att operationsforstarkaren har ganska
extrema parametrar, raforstirkningen dr stor (A ~ 10°), ingéngsresistansen
Ry, stor (Ri, ~ 10°Q) och utgingsresistansen Ry liten (Ry, ~ 100Q). T det
ideala fallet (A — oo, R, — 0o och Ry, — 0) forenklas utspénningen da till

Ry + RQU
Ry

Vab —

En vidare analys visar att ingangsstrommen och ingangsspanningen blir sma
i denna grans, i, — 0 och vy, — 0. O

I ovanstaende exempel &dr det viktigt att skilja pa insignalen v, som &r
insignalen till den icke-inverterande forstérkaren, och vy,, som &r ingangs-
spanningen till operationsférstarkaren. Operationsforstarkaren &r hér endast
en komponent i den storre forstarkaren.

Som vi ser i exemplet gor aterkopplingen att utspénningen v, blir be-
grinsad dven om insignalen v &r relativt stor. Aterkopplingen har stabiliserat
kretsen och ser till att operationsforstarkaren haller sig inom sitt linjara omra-
de. Lagg mérke till att forstarkningen for den icke-inverterande forstarkaren,
(R1+ R2)/ Ry, ar oberoende av raforstarkningen A hos operationsforstirkaren
(om bara A kan anses vara stor nog).

12.5 Ideal operationsforstarkare

Resultatet i exemplet i foregaende avsnitt ar sa viktigt att det finns ett sér-
skilt kretselement som kallas for den ideala operationsforstirkaren. Detta ar
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ett fiktivt kretselement som kan tédnkas modellera den verkliga operations-
forstarkaren nagorlunda bra. Den karakteriseras av

A:OO7 Rin:OO, Rut:O

Réakningar som den i exemplet i foregaende avsnitt visar att i kretsar som
utnyttjar negativ aterkoppling kan vi utnyttja riknereglerna

1. Spanningen mellan ingangarna &ér noll.
2. Strommen in i ingangarna ar noll.

for att analysera de kretsar déar den ideala operationsforstarkaren ingar. Vi
ska nu studera ett antal sadana kretsar.

12.6 Inverterande forstarkare

Den sannolikt enklaste forstarkarkopplingen ar féljande:

Ry

For att analysera kretsen konstaterar vi forst enligt regel 1 att potentialen
vid den negativa ingangen ar 0, eftersom den positiva ingangen ar kopplad
till jord. Eftersom regel 2 ger att strommen in i den negativa ingangen é&r
noll, sa ger Kirchhoffs stromlag att

0—vy 00— vy Ry
:0 > at = —
R R Yut

Utspanningen ges alltsa av en negativ konstant multiplicerad med inspann-
ingen. Genom att vélja R och Ry lampligt kan man erhalla i princip vilken
forstarkning man vill, dock alltid negativ. Detta &r ocksa orsaken till att
forstarkaren kallas inverterande.

Kommentar: Den uppmérksamme ser att strommen som gar genom re-
sistansen R, rimligen maste ta viagen nagonstans. Eftersom det inte finns
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nagon resistans inkopplad vid utgangen, maste strommen ga in i operations-
forstarkaren. Detta motsiager inte regeln om att strommen in i operations-
forstarkaren ska vara noll: den regeln géller endast ingangarna. Den strom
som gar in genom utgdngen pa operationsforstirkaren gar ut genom nagon
av matningsanslutningarna, som inte ér utritade hér. Av denna anledning
finns det skil att vara forsiktig med att anvinda Kirchhoffs stromlag i den
nod som ar kopplad till operationsforstarkarens utgang.

12.7 Summerande krets

Den inverterande forstirkaren kan utvecklas till att hantera flera insignaler,
till exempel enligt féljande:

Ry
I
Ry R
Rs |
"® T
(% s i_ . »—:}tt

Vi anvinder dn en gang regler 1 och 2 tillsammans med Kirchhoffs stromlag:

0—w 0—w 0—w 0— vy
Ly 2, 3 t

=0
Ry Ry Rs R

vilket ger utsignalen

Denna krets kan alltsa summera ett antal olika insignaler. Ett intressant
specialfall ges av valet Ry = R, Ry = R/2 och R3 = R/4, vilket ger

Vut = — (V1 + 209 + 4u3)

Detta dr en D/A-omvandlare (digital till analog), som kan omvandla digitala
signaler bestaende av ettor och nollor till motsvarande analoga spanningsni-
Va.
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12.8 Icke-inverterande forstarkare

Vi atervander nu till vart exempel med den icke-inverterande forstéarkaren.

Ry +

w (5
_ Uyt

Ry

]

Vi anvinder én en gang 1) spdnningen mellan ingangarna &r noll, vilket ger
att potentialen vid den negativa ingangen ar v,, samt 2) att strommen in i
den negativa ingangen ar noll. Kirchhoffs stromlag ger

Uin — 0 Vin — Vut RQ
=0 - ut — 1 = in
R1 + R2 Vut ( + Rl) (

Forstarkningen kan alltsa véljas ganska godtyckligt dven héar, dock med for-
behallet att den alltid ar storre &n 1. Ett specialfall &r da Ry — oo och
Ry — 0. Vi har da foljande krets,

¥e
_ Uyt

dér utsignalen ar lika med insignalen, vy = v;,. Detta kallas for en spannings-
foljare, och kan anvéindas for att skapa en ideal spanningskalla: oavsett vilken
belastning som kopplas in vid utgangen sa blir ju utspanningen lika med vy,.
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12.9 Integrator

Vi ska nu ge en vidare motivering till namnet operationsforstarkare, genom
att visa hur man kan konstruera en krets som integrerar.

+ vc -
R
C
»—o+
Vin
Vut

Potentialen vid den negativa ingangen ar &n en gang noll, och ingen strém
gar in 1 ingangen. Kirchhoffs stromlag ger
0 — vin . %

+ic=0 — ZC:R

Strommen i ges ocksa av det konstitutiva sambandet

d

och spanningen vo ges av Kirchhoffs spéanningslag

Vut +0c =0 — Ve = —Uut
Detta ger
, Uin dvc dvy dvy 1
TR dt dt at RC"

Integration mellan 0 och T' ger

T T
dUut 1
dt = v (1) — v (0) = ——== vin(t) dt
| St = o) = 00 =~ [ ot
Utspanningen svarar alltsa mot tidsintegralen av inspdnningen. Genom att
ersitta kapacitansen med en induktans kan man i stéllet bygga en deriverande
krets.
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12.10 Wienbryggoscillator

Aven om vi hittills bara behandlat negativ aterkoppling, finns det méjlighet
att anvinda sig dven av den positiva aterkopplingen.

En oscillator kan anvéndas for att generera vaxelstrom fran en likstromskal-
la (tex ett batteri). Wienbryggoscillatorn i figuren nedan bestar av en nega-
tivt och positivt aterkopplad operationsforstarkare. Den positiva aterkopplingen
anviands for att skapa en instabilitet sa att sma storningar (till exempel ter-
miskt brus) vixer och borjar svinga vid en resonansfrekvens.

r R C

DR e

Den grundlaggande funktionen hos Wienbryggoscillatorn kan analyseras
med hjalp av de regler vi satte upp for en ideal op:

e Forsumbara ingangsstrommar: rimligt pa grund av den hoga ingangs-
impedansen hos OP:n.

e Forsumbar ingangsspénning: osidkert pa grund av den positiva ater-
kopplingen.

Trots den sista osékerheten antar vi dnda att dessa riakneregler géller. Vi soker
nu 16sningar pé formen veg.(t) = Voge €, svarande mot en Laplacetransform,
med tolkningen att om l6sningen medfér att Res < 0 sa betyder det att
kretsen ar stabil, och Res > 0 betyder att kretsen &r instabil.

Nodanalys ger foljande ekvationer (dar V; ar potentialen i noden vid
operationsforstiarkarens ingangar och V.. &r potentialen vid utgangen):

‘/i_‘/:)sc ‘/I_O
R+ & R

+sC(V1—0)=0
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och
0

Vvl_vz)sc_i_‘/l_o_
R, R,

Vi infér nu parametrarna vinkelfrekvensen wy = 1/RC och forstarkningen
K =1+ R;/R,. Ekvationerna ovan kan dé skrivas

3+ —1\ (1) _ (0
_1 K_l ‘/osc N 0

Detta ekvationssystem har en icke-trivial 16sning da determinanten ar noll,
dvs

=0 = 52—|—3w05+w§—w0K5:0

3+w+ = 1
~1 K

Denna ekvation har féljande 16sningar

3-K 3—-K \?
s=——5 woj:\/< 5 w(]) —w?
K—3 , 3 - K\?2
= woiJWO\/l—(T>

Hér ser vi att det krévs en forstarkning K pa minst 3 for att utsignalen inte
ska vara exponentiellt dimpad, eftersom utspanningen har tidsberoendet e*t.
Vi ser ocksé att losningen svanger med vinkelfrekvensen (imaginérdelen av

s)
wotl 1l — 3K QNw— !
0 2 T RC

om forstérkningen K ar drygt 3. Aven om det ser ut som att signalen skulle
vara exponentiellt vixande i tiden, sa begransas dess amplitud av spannings-
matningen.




Kapitel 13

Fundamentala begransningar

I detta kapitel diskuterar vi kort ett par grundlaggande begrédnsningar som
elektroniken maste uppfylla. Den framsta av dessa ar det termiska bruset,
som finns Overallt, men vi visar dven pa de begransningar som termodyna-
miken och kvantmekaniken stéller pa digitala system som datorer.

13.1 Termiskt brus

Tva svenskfodda amerikaner spelade en stor roll for beskrivningen av termiskt
brus i elektriska kretsar, med avgorande publikationer 1928. De tva ménnen
hette John B. Johnson (1887-1970) och Harry Nyquist (1889-1976), som béa-
da jobbade vid det legendariska Bell Laboratories. De gjorde manga andra
stora insatser, Johnson var bland annat en av pionjarerna bakom falteffekt-
transistorn (se kapitel 11), och Nyquist bidrog till fodelsen av informations-
teorin (framst utmejslad av Claude Shannon (1916-2001)).

Johnson var den som forst lyckades méta det termiska bruset i ett mot-
stand, medan Nyquist formulerade en teori baserad pa termodynamik och
statistisk fysik som kunde forklara Johnsons resultat fran en teoretisk syn-
vinkel.

Brus &r en signal som ofta beskrivs med statistiska termer, dess exakta
tidsforlopp ar inte kint eller ens intressant. Termiskt brus, till exempel i ett
motstand, orsakas av att komponenten ar tillverkad av nagon sorts materia.
Materians temperatur ger upphov till energifluktuationer av storleksordning
kT, dar k =1.38 - 10~* J/K &r Boltzmanns konstant och T dr den absoluta
temperaturen.

Vi betraktar nu spanningen 6ver ett motstand. I makroskopiska méatning-
ar gors alltid en viss tidsmedelvéardesbildning, och om vi inte lagt pa nagon
yttre spénning ar tidsmedelviardet av spanningen over motstandet ar noll.

237
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Den termiska energin orsakar dock sma fluktuationer pa en liten tidsskala,
som vi betecknar med v(t). Tidsmedelvardet av v(t) &r da noll

1 T
(v(t)) = —/ v(t+t)dt' =0
T Jo
dar [0, 7] ar ett lampligt tidsfonster, svarande mot den typiska méttid som
vart instrument behover pa sig for att méta en spanning. Men dven om
(v(t)) = 0, s &r tidsmedelvérdet av kvadraten pa spanningen skild fran noll,

T

(V*(t)) = 1/07 vt +t)dt #0

eftersom vi integrerar en icke-negativ storhet. Statistiskt svarar detta mot va-
riansen av spanningen. Nyquist visade att detta tidsmedelviarde ar oberoende
av tiden t och gar att uttrycka med hjilp av foljande formel,

(v*) =4RKTAf

dar R ar resistansen och bandbredden ges av Af = 1/7. Detta kan tolkas som
den kretsteoretiska motsvarigheten till svartkroppsstralning. Det termiska
bruset i ett motstand kidnnetecknas av att det inte beror pa motstandets
form, utan bara dess resistans och temperatur enligt ovan. Detta visar att
en typisk brusniva for spanningen 6ver ett motstand ar

Ubrus = \/<'U2> = \/4RkTAf

Ett motstand med resistans R = 1k {2 vid rumstemperatur (ca 18°C) ger da
en typisk brusnivé i en métning som utférs med bandbredden 10 kHz (méttid
0.1 ms) pa

Uprus = 4000V

For att minska bruskénsligheten i métningen har vi alltsa tillgang till féljande
parametrar: resistans R, temperatur 7', samt bandbredd Af (eller méattid 7).
Det finns gott om praktiska hinder for att variera var och en av dessa, vilket
vi lamnar till andra bocker att diskutera.

Motsvarande uttryck kan hérledas for termiskt brus i en kondensator med
kapacitans C' respektive en spole med induktans L. Som visas i avsnitt 4.3
och 5.7, sa kan den upplagrade energin i dessa skrivas

1
we = 50@%, respektive wp = ELZ%

Spédnningen 6ver kapacitansen, vo, respektive strommen genom induktansen,
i1, kan betraktas som oberoende frihetsgrader med kvadratiska bidrag till
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energin. Ekvipartitionsprincipen i statistisk mekanik siger da att medelvér-
det av deras respektive energier svarar mot $k7', dvs (we) = (wr) = kT,
vilket ger

<v(2;> = kFT, respektive <z%> = kTT

Till skillnad fran uttrycket for termiskt brus i ett motstand, sa beror dessa
storheter inte pa bandbredden.

Aven om vi inte redovisat noggranna hirledningar for uttrycken i detta
avsnitt, fortjanar det att papekas att de inte haller om frekvensen blir mycket
hog. For dessa frekvenser, maste vi ta hénsyn till kvantmekaniska effekter
genom att ersiatta kT i de tidigare ekvationerna med

hf
e% —1

kT —

dir h = 6.6 - 1072* J s dr Plancks konstant och f dr frekvensen. Den enklare
modellen haller sa ldnge vi har

kT
f<<7z6THz

Elektroniken i dagens datorer gar &nnu inte snabbare dn nagra gigahertz, men
i mer avancerade tillimpningar ror man sig i narheten av terahertzomradet
och maste anvidnda mer avancerade brusmodeller.

13.2 Andra sorters brus

Det finns manga andra kéllor till brus, beroende pa tillimpning. De olika
sorternas brus karakteriseras ofta med hjélp av dess frekvensfordelning. Mer
precist avses hur effektspektrum P(w) fordelas 6ver frekvenserna, dér effekt-
spektrum uppfyller

oo 1 o0
Wz/oop(t)dt:% P(w)dw

dér W svarar mot den totala energi som den tidsberoende effekten p(t) ger
upphov till. Effektspektrum P(w) beskriver hur mycket effekt som &dr bunden
till frekvensen w. Det ar vanligt att tala om olika "farger” pa bruset enligt
figur 13.1.

Av de olika brustyperna ar det vita bruset virt en extra kommentar.
Effekten beror dar inte pa frekvensen, dvs P(w) = Fy. Typexemplet ar det
termiska bruset. Detta ar dock en ofysikalisk modell, eftersom det skulle leda
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Intensity (dB)
Intensity (d8)

100 1000 10000 100 1000 10000
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

Vitt brus Rosa brus

Intensity (dB)
Intensity (d8)

100 1000 10000 100 1000 10000
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

Blatt brus Brus fran kraftnitet

Figur 13.1: Olika sorters brus, notera den logaritmiska skalan. Det vita
bruset dr oberoende av frekvensen, medan det rosa och blaa bruset mins-
kar respektive okar med frekvens. Fargerna ges av en liknelse med synligt
ljus: vitt ljus &r en blandning av alla frekvenser, rosa innehaller mer av laga
frekvenser, och blatt har mer av héga frekvenser. Bruset fran kraftlednings-
natet domineras av en grundton kring 50 Hz samt dess Gvertoner. Figurerna
ar dock av nordamerikanskt ursprung (Wikipedia) dar kraftnétet i stallet gar
pa 60 Hz.
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till en odndlig total energi W, vilket inses genom att vi da skulle integrera
konstanten Py 6ver ett odndligt omrade. Vitt brus ar bara en approximation,
som forutsétter att vi endast studerar frekvenser inom ett begriansat omrade.

Framfor allt i méattekniska sammanhang eller vid signalbehandling, ar
det vanligt att tala om signal-brusférhallande, SNR (Signal-to-Noise-Ratio).
Detta ar helt enkelt kvoten mellan effekttétheten i den 6nskade signalen,
P,(w) och effekttatheten av bruset, Pyus(w), dvs SNR = P,/ Ppus. Ett hogt
signal-brusférhallande betyder en god signalkvalitet.

13.3 Obestamdhet och information

I detta avsnitt visar vi att tids- och frekvensplanet inte kan betraktas oberoen-
de av varandra. Vi visar ocksa Shannons viktiga informationsteoretiska re-
sultat angaende kopplingen mellan signal-brusférhallandet och mdojlig kom-
munikationshastighet.

Varje signal v(t) som har dndlig energi, dvs &r kvadratiskt integrerbar,
kan representeras med sin Fouriertransform V(w) enligt!

V(w) = /Oo v(t)e ¥ dt

[e.o]

1 [ .
t)=— Vi(w) et d
o) = 5 [ Vie)etas
En allmén egenskap hos Fouriertransformpar ar att om en signal &r ”smal” i
den ena beskrivningen, sa ér den "bred” i den andra. Detta syns direkt fran
foljande skalningsegenskap (se tabell B.1)

v(at) <— 2V(w/a)

dér a &r ett dimensionslost tal. Antag nu att v(t) ~ 0 da |t| > T} for nagot Ty,
och V(w) =~ 0 om |w| > € for nagot Q. Vi ser att om a > 1 sa ar v(at) ~ 0
endast da |t| > To/a, dvs v(at) dr "smalare” &n v(t), medan V(w/a) ~ 0 da
lw| > Qoa, dvs V(w/a) ar "bredare” dn V(w).

Ovanstaende kan goras mer precist genom att forst definiera tathetsfunktioner
£,(#) och fy(w) genom

[o(t)?
Jo @) ar

V()P
= e V)P

fo(t) = och fy(w) =

Fouriertransformen erhalls formellt fran (den tvésidiga) Laplacetransformen da vi
fixerar Laplaceparametern s till imagindra axeln, dvs s = jw.
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Uppenbarligen giller [*° f,(¢t)dt = 5= [*° fy(w)dw = 1. Vi definierar nu
medeltiden (t) och medelfrekvensen (w) for signalen genom

o 1 o
o —/ LB dE och  (w) — 2—/ W fir(w) dw
—00 T J -
Vi kan nu ge en strikt definition av begreppet "bredd” i tids- respektive
frekvensdoménen genom definitionen av standardavvikelse i sannolikhetslara

genom

At = \//Oo(t— I2f,(1) At och  Aw = \/%/Oo(w— (W) fyr(w) duw

Det finns ett allmént matematiskt resultat som séger att produkten av dessa
tva bredder ar nedat begridnsad, oberoende av vilken signal som betraktas,
se till exempel [19, s. 274] eller |21, s. 314],

AtAw > 1
2
Likhet uppnas for Gausspulser, dvs signaler pa formen v(t) = V e~ A(t=t0)* iwot
dar Vg, A, to och wy ar konstanter som beskriver pulsens utseende. I kvant-
mekaniken &r ekvationen ovan precis Heisenbergs obestdmdhetsrelation (for-
utom en skalning med Plancks konstant), dar bredderna kan tolkas som obe-
stamdhet i tid respektive energi, eller lage respektive hastighet. Fran denna
relation syns att om en signal dr att betrakta som smal i den ena doménen,
krévs det att den ar bred i den andra.

Det ar vanligt att internationella eller nationella standardiseringsorga-
nisationer bestdmmer vilken frekvensbandbredd som &r tillgénglig for olika
tillimpningar. Till exempel bestdmmer Post- och telestyrelsen i Sverige vilka
mobiltelefonoperatorer som far anvinda vilka frekvenser. Da frekvensband-
bredden Aw fixerats, sétter detta en fundamental undre gréns pa hur lang
signalen maste vara i tiden.

Det faktum att signalen méaste ha en viss utstriackning i tiden &r dock
inte nodvindigtvis kopplat till dess informationsinnehall. Om signalen kunde
maétas exakt, skulle en enda méatning kunna svara mot exakt kidnnedom om
ett reellt tal. Men ett enda reellt tal kraver odandligt mycket information om
det ska beskrivas exakt (i princip alla reella tal har ju en odndlig decimal-
utveckling som inte upprepar sig). I verkligheten finns alltid storningar i form
av brus, som medfor att vi behdver andra matt for signalens informationsin-
nehall.

I informationsteorin finns ett begrepp som kallas kanalkapacitet, ofta be-
tecknad C' (e att forvixla med kapacitans), som anger hur manga bitar per
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sekund som maximalt kan Overforas med godtycklig tillforlitlighet fran en
séndare till en mottagare 6ver en viss kanal (6verforingssystem, till exempel
en optisk fiber eller en satellitlank). Claude Shannon visade att med en rimlig
brusmodell begransas kanalkapaciteten av

C < Blog, (14 SNR)

dar SNR &r signal-brusforhallandet som definierades i slutet av foregaen-
de avsnitt, B dr bandbredden hos kanalen (dvs overforingssystemet) i Hz,
samt log, ar tvalogaritmen. En tolkning av denna olikhet &r att om bara
signalstyrkan &r tillrdckligt hog i forhallande till bruset (dvs signalen ar kind
med tillrécklig noggrannhet), sa kan godtycklig 6verforingshastighet uppnas,
oavsett bandbredden. Detta kan dock kréva orealistiskt hoga signalstyrkor
samt en relativt avancerad kodning av signalen, och vi hanvisar till bécker i
informationsteori for vidare studier [3,12].

13.4 Termodynamiska och kvantmekaniska be-
gransningar for digitala system

Vi ska nu se hur man med hjilp av ganska enkla rakningar kan ge fysikaliska
begrédnsningar for hur bra datorer vi kan bygga. Mer omfattande rakningar
finns i [23, s. 328-358|. Vi kommer att anvénda oss av tva fysikaliska teorier:

e Termodynamik
e Kvantmekanik

Man kan dven ge en del begransningar baserade pa relativitetsteorins postulat
att ingen information kan firdas snabbare &n ljuset i vakuum, men vi néjer
oss med att betrakta termodynamik och kvantmekanik.

Digitala kretsar kdnnetecknas av att strommar och spanningar endast
antar tva varden, "hog” och "lag”, eller "ettor” och "nollor”. En typisk kom-
ponent ar en vippa, som andrar sitt digitala varde pa utgangen beroende pa
vad den kdnner av pa ingangen. Sa ldnge ingenting hénder pa ingangen, bi-
behaller vippan sitt virde pa utgangen, och vi kallar detta vérde fér vippans
tillstand.

For att fa en vippa att dndra sitt tillstand kréavs en viss energi W. For
att denna ska kunna urskiljas fran det termiska bruset, maste vi forutsatta
att

W > kT
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dar k ar Boltzmanns konstant och T" &r den absoluta temperaturen. Om man
ska vara noga sa tillkommer en faktor som multiplicerar k7', men vi ar bara
intresserade av storleksordningar i denna analys och struntar darfor i denna
faktor. Ett annat séitt att skriva energin W ar

W =PAt

dar At ar den tid under vilken effekten P utvecklas. Detta medfoér att pro-
dukten av den effekt och tid som kréivs for att fa en vippa att sl& om maéaste
uppfylla

PAt > kT

vilket visar att ett sétt att sinka den minsta mdojliga effektforbrukningen i
en krets ar att helt enkelt sdnka temperaturen. Detta ar dock inte alltid sa
enkelt, eftersom mycket av halvledartekniken som anvénds for att konstruera
digitala system kan vara kinslig for temperaturindringar. Aven om halvle-
darna vanligtvis klarar lagre temperaturer hyggligt, fungerar ofta killor som
batterier betydligt samre for lagre temperaturer.

Ett ytterligare krav kan fas fran obestdmdhetsrelationen fran kvantmeka-
niken. Denna sager att produkten av osdkerheten i energi och osékerheten i
tid maste vara storre dn Plancks konstant. Osékerheten i energi svarar i vart
fall mot den energi som kréavs for att &ndra vippans tillstand, och osékerheten
i tid mot omslagstiden, dvs

WAt>h = PA*>h

Vi har nu alltsa tva krav pa hur effekt och tid bor férhalla sig till varandra.
Eftersom vi endast ar intresserade av storleksordningar ar det naturligt att
ta logaritmen av dessa uttryck och vi far

log(P) + log(At) > log(kT')
log(P) + 2log(At) > log(h)

Dessa begrénsningar svarar mot réta linjer i ett diagram med log(At) och
log(P) pa axlarna som i figur 13.2. Till att borja med ser vi att de tva
granserna har skilda lutningar, svarande mot faktorn 2. Detta visar att den
kvantmekaniska griansen ar viktigare for sma omslagstider. I figuren finns
nagra existerande teknologier inritade, tillsammans med varden for neuroner
och synapser.

Vi kan notera att grianserna skir varandra vid en punkt som ges av en om-
slagstid At = h/kT, vilket precis svarar mot den grénsfrekvens f = 1/At =
kT /h ~ 6 THz som vi stotte pa i diskussionen om brusmodeller pa sidan 239.
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Figur 13.2: Termodynamiska och kvantmekaniska begransningar for om-
slagstid och effekt vid rumstemperatur (20°C). Teknologier baserade pa oli-
ka kanalldingder i CMOS-teknologi ér inritade, samt uppskattade varden for
neuroner och synapser. Baserad pa [23, s. 328§].
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Figur 13.3: En illustration av elektronikutvecklingen under senare tid. Den
ursprungliga Moores lag (namngiven kring 1970 efter ett uttalande som Gor-
don Moore, medgrundare av Intel, gjorde 1965), sade att antalet transistorer
pa ett chip fordubblas var 18:e manad. Den har modifierats ett antal ganger,
numera anses var 24:e manad stdmma béttre, vilket svarar mot den streckade
linjen i figuren.

13.5 Framtiden

Manga teknikgrenar vilar pa avancerade berdkningsmetoder. Numera &r det
till exempel mojligt att i datorn genomfora krocktester av bilar och vind-
tunnelexperiment pa flygplan, men man pressar hela tiden granserna for vad
datorerna klarar av. Inom manga omraden raknar man kallt med att datorer-
na ska fortsatta utvecklas i den takt de har gjort hittills, se figur 13.3. Detta
kan innebéra att ekonomiavdelningarna sitter och gor allvarliga kalkyler pa
om det &r vart att utfora ett utvecklingsprojekt med den datorpark man har
nu, vilket kan ta nagot eller nagra ar, eller om man ska vinta ett tag och
kopa nya datorer som klarar uppgiften pa en brakdel av tiden. Man kan &ven
rakna med att hinna utveckla nya effektivare algoritmer under tiden.
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Ett vixande bekymmer for elektronikindustrin dr att man néarmar sig de
fundamentala grinser som géller for det nuvarande designparadigmet. Det
finns fortfarande en hel del designutrymme pa systemniva, sa kretsarna kan
fortfarande goras flera storleksordningar béattre bara genom att placera ut
transistorerna pa ett mer effektivt satt, men forr eller senare sa kommer dven
det utrymmet att dtas upp om inte komponentteknologin utvecklas vidare.
Har finns stora méjligheter till spannande forsknings- och utvecklingsinsatser,
och det kanske blir nagra av lasarna av denna bok som kommer att bidra
med dessa insatser.
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Bilaga A

Notation och enheter

A.1 Notation

Foéljande filosofi har varit ledande for valet av beteckningar i denna bok:
e Kretsstorheter (strém, spanning etc)

Sma bokstaver beskriver storheter med allmén tidsvariation. Exem-
pel: i betecknar en strom som exempelvis kan vara i = i(t) =
(10mA) cos wt.

Stora bokstaver beskriver amplituder som inte varierar i tiden. I ex-
emplet ovan svarar detta mot att om vi skriver uttrycket i(t) =
(10mA) coswt = Icoswt sa & I = 10mA amplituden for den
tidsberoende strommen i(¢). For tidsharmoniska signaler &r ofta
dessa amplituder komplexa tal.

e Féltstorheter (elektriskt félt, potential etc)
Feta bokstaver beskriver vektorer, dvs storheter som har bade stor-

lek och riktning. Exempel: elektriskt falt, E.

Ickefeta bokstiaver beskriver skaldra storheter, som beskrivs av en-
dast ett tal. Exempel: elektrisk potential, v.

Stora bokstiaver anvinds for de flesta filt, eftersom detta &r stan-
dard. Ofta kan dessa félt bero pa tiden, dvs detta strider mot
konventionen for kretsstorheter.

Ibland frangas denna konvention, vilket i sa fall forklaras i texten. Se &ven
bilaga E for notation inom vektoranalys.

251
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A.2 Enheter

Passiva kretsar beskrivs av spanning, strom, resistans, kapacitans och induk-
tans. Dessa har enheter enligt féljande:

Spanning: [v] =V
Strom: [i] = A
Resistans: Rl = Q= V/A
Kapacitans: [C] = F = As/V
Induktans: [L] = H= Vs/A

Enheterna for kapacitans och induktans hérleds enklast fran deras konstitu-
tiva relationer, ¢ = C'dv/dt och v = Ldi/dt.

Maxwells ekvationer sammanfattar teorin for elektriska och magnetiska
fenomen pa ett utsokt sitt, vilket innebér att de kan anvandas for att beskri-
va en stor mangd fenomen. En nackdel med detta &r att en del forfattare som
mestadels endast sysslar med ett visst omrade, till exempel magnetism, ut-
vecklat enheter som ar smidiga i deras specifika filt men inte ar accepterade i
andra omraden. Detta leder till att Maxwells ekvationer formuleras lite olika
av olika forfattare, vilket kan vara en killa till stor frustration. Flera klassiska
larobocker har till och med forsetts med dubbla enhetssystem [11,13].

Vi anvénder oss konsekvent av Sl-systemet, i vilket Maxwells ekvationer
har utseendet

0B
VxE= 5
VxH= 88_? +J
Félten har enheter enligt

Elektrisk faltstyrka: [E] = V/m
Elektrisk flodestathet: [D] = As/m?
Polarisation: [P] = As/m?
Magnetisk faltstyrka: [H] = A/m
Magnetisk flodestéathet: [B] = Vs/m?
Magnetisering: [M] = A/m
Stromtéathet: [J] = A/m?

dar vi dven infort polarisationen P och magnetiseringen M, som beskriver
hur ett allmént material reagerar pa elektromagnetiska falt. De olika falten
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forhaller sig definitionsméssigt till varandra enligt

D=¢E+ P
B = jo(H + M)

I vakuum ar J, P och M alla lika med noll. For linjara material kan vi
skriva D = gpe,E, B = pou,H och J = oE. Naturkonstanterna ey (per-
mittiviteten i vakuum) och g (permeabiliteten i vakuum) forhaller sig till
ljushastigheten i vakuum enligt ¢ = 1/,/gopig, och har virdena!

c=299792458m/s (exakt)
o = 4m-107"Vs/(Am) = 1.2566 - 107° Vs/(Am)

1
g0 = —— ~8.854-107"?F/m = 8.854 - 102 As/(Vm)
"o
En del forfattare skriver ¢y nar de menar ljushastigheten i vakuum, men det
ar beteckningen ¢ som &r standardiserad.

A.3 Rimlighetsbedomning och dimensionsanalys

Ett vanligt delsteg i ingenjorsvetenskaper som ellara och elektronik, ar att
producera en formel som modellerar ett visst fenomen. Detta &r ocksa en
typisk uppgift pa en tentamen. Nar vil en formel finns framtagen, ar det
viktigt att kontrollera om den &ar rimlig. Som exempel kan vi ta formeln
for resistansen R for en lang rak trad, med ldngd ¢, tvérsnittsyta A och
konduktivitet o: 0

=3

For en relativt enkel formel som denna, kan det vara bra att fundera pa hur
R skalar med de olika parametrarna, och om detta ar fysikaliskt rimligt.

e R — 0 da ¢ blir liten, o blir stor, eller A blir stor. Detta ar fysikaliskt
rimligt: en kort trad, hog ledningsférmaga, eller stor tvérsnittsyta bor
ge lag resistans.

e R — oo da ¢ blir stor, o blir liten, eller A blir liten. Detta ar fysikaliskt
rimligt: en lang trad, lag ledningsformaga, eller liten tvérsnittsyta bor
ge hog resistans.

!Sedan 2019 definieras dessa konstanter lite annorlunda i SI-systemet, ljushastigheten
har fortfarande samma exakta virde men i stéllet for att fixera pg har man fixerat véirdet
pa elektronladdningen e. Skillnaderna dyker upp forst i tionde vérdesiffran och férsummas
hér.
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For mer komplicerade formler ar det inte alltid ldtt att gora den sortens be-
domningar som ovan. Ett minimum av rimlighetskontroll kan dock genom-
foras genom att gora en dimensionsanalys av formeln: har den ratt enheter?
Vi testar: y .
[R] = 4 __m _1_4

[o] - [A] ~ (S/m)-m? S
Om man inte minns enheten for ledningsférmagan ¢ men minns forhallandet
J = o E och enheterna for J och E, kan man utfora berédkningen

J] O A/m* A
=BT Vi v

En viktig sak i dimensionsanalys (och ett vanligt fel pa tentamen!) &r att det
inte gar att addera tva storheter med olika enheter. Ett uttryck som (dar R
dr en resistans, v ar en spanning och ¢ ar en strom)

R=v—i (FEL!)

ar meningslost, eftersom det inte gar att subtrahera en strom fran en spén-
ning. Det dr samma som att sdga att ett dpple minus tva paron ar en banan.
Ovanstaende formel hade kunnat vara resultatet av ett skrivfel, ddr man
ursprungligen menade R = v/i men hade for brattom att skriva.

Andra kontroller som ar virda att gora &r

e Om uppgiften innehaller komplexa tal, &r den sokta storheten ett reellt
eller komplext tal? Exempelvis ér den aktiva effekten P alltid reell,
men den kompleza effekten S = P + j@Q ar generellt sett komplexvard
(reaktiva effekten @) skulle mojligen kunna vara noll).

e Gar det att avgéra om den sokta storheten ska ha ett visst tecken?
Exempelvis ska vanligen kretsparametrar som R, C' och L vara posi-
tiva reella storheter, &ven om det i vissa fall kan féorekomma att de ar
negativa (typiskt da man studerar smasignalparametrar).

Gor alltid ditt bésta for att rimlighetsbedéma dina resultat! Manga onddiga
fel kan undvikas genom en enkel dimensionsanalys.



Bilaga B
Laplacetransformen

I denna bilaga ges en kort sammanfattning av viktiga egenskaper for Lapla-
cetransformen. For en mer fullstindig behandling hénvisas till matematik-
litteraturen, till exempel [1].

Laplacetransformen av en funktion f(¢) (definierad fér ¢ > 0) ges av

F(s)=Lf(t) = f(t)e ™ dt
o

Den undre integrationsgransen betecknas 0~ for att betona att eventuella
bidrag fran en Dirac-puls vid ¢t = 0, f(t) = d(t) + - - -, ska inkluderas.

Transformen F'(s) ar definierad for alla komplexa tal s for vilka integralen
konvergerar. Om s = n + jw och integralen konvergerar for ett visst n = 1
sa konvergerar den ocksa for alla 7 storre &n .

For att aterfa den ursprungliga funktionen fran dess Laplacetransform
anvands féljande integral:

£ = /TIHOOF(s)eStds

B 2_7TJ —joo

Integrationsvigen ska véljas sa att alla singulariteter for F(s) ligger till véns-
ter i det komplexa talplanet, dvs 7 ska vara "stort nog”. Det ar dock inte
alltid enkelt att anvinda sig av denna integral, och ofta utnyttjar man i stal-
let tabellverk som tabell B.2 for att ga fram och tillbaka mellan tidsdomé&nen
och s-planet. Transformerna i tabellen kan verifieras ganska enkelt genom att
beréikna integralen [;° f(¢) e " dt.

Transformen av derivatan av f(t) ges av

o0

Lf(t) = b Fyetdt = [ft)e™] +s | [f(t)e™™dt =sF(s)— f(0)

0~ 0~
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Laplacetransformen har alltsa egenskapen att en derivata transformeras till
en multiplikation med s och en subtraktion av begynnelseviardet. Detta gor
att linjara differentialekvationer med konstanta koefficienter, definierade for
t > 0 och med givna begynnelseviarden, transformeras till algebraiska ekva-
tioner. Dessa algebraiska ekvationer ar enkla att losa.

Ezempel 1: Enhetssteget f(t) = H(t) dar

1, t>0

H(t):{o t<0

transformeras som -

F(s)=Lf = e_Stdt:1

0- S

Exempel 2: f(t) = e " H(t) ger

1
S+ «

F(s) = / e et dt =
0

Ezempel 3: Los differentialekvationen y/(¢) + ay(t) = 0 for ¢ > 0 da y(0) = 1.
Laplacetransformation ger Ly(t) = Y (s) och Ly'(t) = sY(s) — y(0) =
sY (s) — 1. Darmed fas den algebraiska ekvationen

sY(s)—14aY(s) =0

med 16sning Y'(s) = (s + a)~!. Fran exempel 2, eller tabell B.2, avliser vi
déarefter 16sningen till

y(t) =LY (s)=e for t>0

For fler exempel pa hur Laplacetransformen kan anvéndas for att 16sa diffe-
rentialekvationer, hanvisas till bilaga C.
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f(¢) F(s)

af(t) aF(s)

Fi(t) + fa(t) + fa(t) + - Fi(8) + Fo(s) + Fy(s) + -+ -
%Sgﬂ sF(s) — f(07)

/tf(t/> 4’ Fis)

f(t—=a)H(t —a), a>0 e " F(s)

e " f(t) F(s + a)

flat), a>0 ép (2)

Tabell B.1: Allménna egenskaper for Laplacetransformen.
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f(t) F(s)
1. a(t) 1
d’n
2. — (t "
3 0 s
1
3. H(t), enhetssteget -
s
" 1
4 ﬁ H(t) gn+l
5. et H( !
s+a
o 1
— e “ H(t
6 ! © (t) (s + a)"tt
efat _ efbt 1
H(t
! b—a (t) (s+a)(s+0b)
ae % —pel s
———F H{(¢
s a—>b ®) (s+a)(s+0)
: w
9. sin(wot) H(t) = —|—0w2
s
10. cos(wot) H(t) R
11 (sin(wot) — wot cos(wot)) H(t) 2%
. 2wis
12. wot sin(wet) H(t) EEE
—at . Wo
13. e sin(wot) H(?) Groftad
s+a

14. e " cos(wot) H(t)

Tabell B.2: Exempel pa Laplacetransformpar, darn = 1,2,... och a, b, wg >
0.



Bilaga C
Ordinara differentialekvationer

I denna bilaga demonstreras olika metoder att 16sa en ordinér differenti-
alekvation (ODE). Vi begrénsar oss till forsta ordningens ekvationer, dvs
ekvationer pa formen

du(t)
dt

Vanligtvis kan vi utga fran att a > 0. Detta ar kiinnetecknande for ett dissi-
pativt system, dar storheterna inte viaxer ohindrat med tiden.

Vi ér framst intresserade av tva sorters kéllfunktioner f(¢), ndmligen ett
steg, H(t), och tidsharmoniska svingningar cos(wot). Vanligtvis &r vi bara
intresserade av en enda differentialekvation, men vi ger ocksa en del resultat
for (kvadratiska) system av differentialekvationer,

+au(t) = f(t) och u(0)=ug (C.1)

J ul(t) aiyp o Qip U1 (t) fi (t>
- : 4 - : : = :
1 : : . : :
som ocksé kan skrivas d
gl + [Allu] = [f]

Formellt sett ar det inte mycket som skiljer ett system av differentialekvatio-
ner fran det skaldra fallet.
C.1 Integrerande faktor

Den integrerande faktorn ar en standardmetod, som har fordelen att den gar
att generalisera till mer avancerade ekvationer. Ekvationen (C.1) multiplice-
ras forst med den integrerande faktorn e®. Via kedjeregeln leder detta till
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260 BILAGA C. ORDINARA DIFFERENTIALEKVATIONER

att vansterledet kan skrivas som en hel derivata:

ot du(t) o _d at
e T+e au(t) = T (u(t)e™)

Vi har nu ekvationen

d at\ __ _at
= (u(t) ety = e f (1

som vi integrerar fran 0 till ¢ (¢ betecknar integrationsvariabeln)

vilket leder till foljande uttryck for 16sningen med en godtycklig kallfunktion
f(t):

u(t) _ u(()) e—at+/t ea(t'—t) f(t') d¢’
0

Denna 16sning kan generaliseras till matrisfallet,

i) = g 0) + [ O] ()

vilket dock kréver att man kan berikna exponentialmatrisen e 4. For detta
hénvisar vi dock till bocker i matematik [19].

C.2 Ansats och karakteristiskt polynom

Vi ska nu lésa ekvation (C.1) for f(t) = B cos(wyt) med ansatsteknik. Fran
matematiken vet vi att losningen kan skrivas

u(t) = up(t) + un(?)

dér u,(t) dr en partikulérlosning (en 16sning dér kéllfunktionen f(t) # 0), och
up(t) ar en 16sning till motsvarande homogena differentialekvation 211_1; +au =
0. Strategin med ansatstekniken &r att “gissa” hur l6sningen ser ut, vilket ofta
innebér att man infor en del okdnda konstanter. Dessa konstanter bestams
sedan genom insattning i ekvationen och begynnelsevillkor.

C.2.1 Partikulirlosning
Vi borjar med att soka en partikulérldsning till

duy(t)

o + auy(t) = Bcos(wot) = BRe{e"'} (C.2)
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Det &r praktiskt att forst losa

da(t)
at

+ aii(t) = B e = B cos(wgt) + jB sin(wt)

och dérefter bestdmma u, som u,(t) = Re{u(t)}. Detta funkar eftersom
differentialekvationen &r linjir, och Re(:) &r en linjar operation. Vi ansétter
en l0sning av samma form som kallfunktionen,

a(t) = U et

Amplituden U &r nu okéind, och vi bestdmmer den genom att sétta in ansat-
sen i differentialekvationen, vilket ger

jwolU el*0t 4-qU &0t = B g0t
Efter division med e“ot far vi
ijU +aU =B

med 16sning

B B

Catijwo a2+ w?

dér vi forutsatt att @ > 0 nér vi skrivit losningen pa polar form. Partikular-
16sningen till den ursprungliga ekvationen (C.2) dr nu

e—j arctan(wo/a)

. B . w .
up(t) = Re{a(t)} = Re{U &“*'} = Re {— e darctan 2 ewot}

Va2 + wi
B

. w B
= Refelwotrarctan N — __— _ ¢og <w0t — arctan @>

Vi har nu funnit en partikulérlésning. Denna kan dock i allménhet inte vara
en 16sning till den ursprungliga differentialekvationen (C.1), eftersom dess
begynnelsevéirde ar

B Wo
0) = —F/——= tan — C.3
u,(0) N CoS (arc an — ) (C.3)

dér vi utnyttjat att cosinus dr en jamn funktion. Detta ar vanligtvis inte lika
med u(0) = wuy, eftersom wg ar att betrakta som godtycklig och oberoende
av f(t) = Bcos(wpt). For att fa rétt begynnelsevirde maste vi lagga till den
homogena losningen.
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C.2.2 Homogen losning

Med hjélp av en partikulérlosning enligt ovan kan vi finna 16sningen till (C.1)
genom att 16sa en homogen ekvation

duh (t)

T aup(t) =0 och wuu(0) = vy (C.4)

med det nya begynnelsevirdet

B w
vy = u(0) — up(0) = up — ——=——= cos <arctan —0>
a? + w? a
Vi loser daven denna ekvation med ansatsteknik. Vi gissar att losningen kan
skrivas uy(t) = Ue™, dar bade U och s &r okinda storheter. Inséttning i
differentialekvationen (C.4) ger

sU et +alU et = 0

varifran vi drar slutsatsen att s = —a. Amplituden U bestdms fran begyn-
nelsevillkoret uy,(0) = U = vy, vilket ger

B
up(t) = vge " = | ug — ——— cos (arctan ﬂ) e (C.5)
Va4 wi a

Den fullstdndiga 16sningen fas nu genom att kombinera resultaten fran (C.3)
och (C.5):
u(t) = up(t) + un(t)

C.3 Laplacetransform

Var sista analytiska metod ar Laplacetransformen. Genom att Laplacetrans-
formera (C.1) far vi
sU(s) —ug +aU(s) = F(s)

dér U(s) ar Laplacetransformen av u(t) och F(s) dr Laplacetransformen av
f(t). Denna algebraiska ekvation har 16sningen

F(s)+ ug

Uls) = s+a

Det ar alltsa mycket enkelt att finna 16sningen i s-planet, och vi ska nu 6verga
till att se hur denna kan transformeras tillbaka till tidsdoménen for ett par
kéllfunktioner.
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C.3.1 Stegfunktion som kalla
For stegfunktionen f(¢) = BH(t) har vi F'(s) = B/s (se bilaga B) vilket ger
. B Uo
U(s) = -

+
(s+a) s+a
For att kunna utnyttja tabell B.2 for att transformera tillbaka till ¢-planet,
maste vi forst gora en partialbraksuppdelning av den forsta termen:

1111
s(s+a) al\s s+a

Vi tillampar nu tabellen pa var och en av termerna, och erhaller den inversa
Laplacetransformen

u(t) = g (1—e ™) H(t) + uoe " H(¢)

Om vi bara ar intresserade av tider ¢ > 0 kan stegfunktionerna H(t) strykas
fran uttrycket.

C.3.2 Tidsharmonisk kalla
Med f(t) = B cos(wot) H(t) har vi

sB
$2 4w

F(s) =

och
sB Ug

+
(2+wi)(s+a) s+a
Den forsta maste skrivas om pa en tillréckligt enkel form sa att den inversa
Laplacetransformen kan bestammas med tabell B.2. Partialbraksuppdelning

U(s) =

ger
Us) = 2a32<2s 2+ﬂ 2wo . 1 )+ Up
a® +wg \ $° + wj a s +twy; Ss+ta s+a
och
u(t) = =25 ((cos(wot) + =2 sin(wot) — e~ ) H(t) + g e H(t)
a? + w? a

Med den trigonometriska identiteten A; cos a+ Ap sina = /A% + A2 cos(a—
arctan(As/A;)) kan de tidsharmoniska termerna skrivas

B
¢ 5 (Cos(wot) + 20 sin(wot)> =
5 a

Wo
-3 wpt — arctan —
a” +w

B
—cos(
Va? + wk a
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precis som for partikulérlosningen vi hérledde tidigare med ansatsteknik.

Hér upptéacker vi ocksa en av svarigheterna med att 16sa godtyckliga or-
dindra differentialekvationer och déarmed kretsproblem med Lapacetransfor-
men. Den inversa Laplacetransformen bygger pa en partialbraksuppdelning
som i allménhet kraver att vi har faktoriserat U (s) i forsta- och andragradspo-
lynom. Det finns dock inte nagra analytiska metoder att faktorisera polynom
med hogre gradtal dn fyra. Det ar dessutom ofta mycket svart att 16sa dem
numeriskt. Aven om vi inte kan anvinda Laplacetransformen for att losa
ekvationerna sa &r den ett mycket kraftfullt verktyg for att analysera och
karakterisera dem.

C.4 Numerisk losare

Vi avslutar denna bilaga med att ndmna numeriska l6sare. De flesta problem
i praktiken blir relativt stora och ddrmed otympliga att 16sa foér hand. Ofta
handlar det dessutom om ett stort system av differentialekvationer, vilket gor
det extra svart att hantera for hand. En numerisk 16sare ligger som grund
for till exempel berdkningsprogrammet PSpice.

Det finns en ofantlig méngd olika numeriska rutiner for att 16sa system
av ordinéra differentialekvationer, dér var och en har sina specifika fér- och
nackdelar. Manga av dessa finns i standardimplementationer i de flesta stor-
re programmeringssprak, och man kan ofta ladda ned killkod fran nétet.
Allménna berdkningsprogram som matlab eller octave har dessa bland sina
standardrutiner. Vi hénvisar till bécker i numerisk analys for en noggrannare
beskrivning av numeriska metoder.



Bilaga D
Bodediagram

Bodediagram anvinds bade i reglerteknik och elektronik. Enda skillnaden
ar att man anviander |H (jw)|qs dvs decibelskala i elektroniken medan man
i reglertekniken har |H (jw)| i 10-logaritmisk skala. Det skiljer dérmed en-
dast en faktor 20 mellan skalorna for y-axeln i reglerteknik och elektroniken,
medan x-axeln i bada fallen har w i 10-logaritmisk skala.

Liksom i reglertekniken brukar man ofta forenkla kurvorna i Bodedia-
grammen genom att anvinda asymptotiska rétlinjeapproximationer. Tanken
ar att om man kidnner poler och nollstéllen till 6verféringsfunktionen sa kan
man ocksa snabbt skissa den approximativa kurvan.

Vi visar nedan pa tre olika sétt att rita Bodediagram for overférings-
funktionen H(s) =1/(1+ 0.01s).

Alternativ 1: Overféringsfunktionen H(s) = 1/(1 + 0.01s) identifieras
med rad fem i tabell D.1

1 H s arg(H)
1 10  w/wy OT 0.1 1 10  w/wy
1+s /WB 0 ») i OO "
-20 0(/@/(7 -45
“Uag -90°

i tabellen déar w, = 100rad/s. Detta ger direkt ritlinjeapproximationen av
Bodediagrammet.
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Bodediagram RL

T
Ratlinjeapproximation

-20dB/dekad ©: ]

. P
3
T T T T T T

Phase (deg); Magnitude (dB)
]

60 Raétlinjeapproximation

-100 i i i
10° 10! 10° 10° 10*

Frequency (rad/sec)

Alternativ 2: Vi identifierar lag- och hogfrekvensasymptoter direkt fran
overforingsfunktionen. Vi borjar med allménna uttryck for amplitud och fas:

{rﬂowﬂdB — 20log | H (jw)| = —201og /T + (w/wy,)? dB

arg H(jw) = — arctan(w/wy)

dér wy, ar brytfrekvensen. For w < wy, géller

|H (i) g = 0B
arg H (jw) = arctan0 = 0 = 0°

och for w > wy, ar

|H (jw)|as = —201log 2= dB
arg H(jw) = — arctan oo = —7/2 = —90°

Pa brytfrekvensen (w = wy,) géller

|H (jwp)|ap = —201log v/2 ~ —3dB
arg H(jwy,) = —arctan 1 = —7/4 = —45°

I rédtlinjeapproximationen for amplituden anviands lagfrekvensasymptoten for
w < wp och hogfrekvensasymptoten for w > wy,. I ratlinjeapproximationen
for fasen anvéinds lagfrekvensgriansen for w < wy,/10 och hogfrekvensgrénsen
for w > 10w,. Lagfrekvensgransen och hogfrekvensgransen forbinds med en
rat linje. I exemplet ar brytfrekvensen wy, = 100 rad/s.



267

Alternativ 3: Genom tilliggspaketet controltoolbox kan man fa till-
gang till firdiga funktioner i Matlab for att rita 6verforingsfunktioner. Over-
foringsfunktionen anges pa formen H = tf([1],[0.01 1]), dar [1] beskri-
ver polynomet i téljaren och [0.01 1] beskriver polynomet i ndmnaren.
Bodediagrammet plottas med bode (H,{1, 10°4}), dar argumenten bestar
av overforingsfunktionen H och det tidsintervall som den ska ritas for. For

mer information om dessa kommandon, rekommenderas help-funktionen i
Matlab.
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H(s) Amplitud Fas
H g arg(H)
A S o“
5 % IS~ 90
w : oS Il
B 0 / w Jw, 0° . =w/wo
1 10 1
‘ IH|y ~ +20dB/dekad arg(H)
A
8 O,
14+ = \e}e\gz» 90O
wp 20 08 45
0 X =w/w0 0o =w/w0
1 10 | 01 1 10
+40dB/dekad
,  Hl ek axg(H)
5 |5 1 S 180°
[09) 3 Wy 4071 y 90° /_
0 = ) =w/ Wy 0° . . =W/ wo
1 10 | 01 1 10
-1 A 1Hlap A
S \1 0w | /
wB 0 ' -0 : -0
-201 g I
gy -90°
1+ B pHla sarg(H)
wB 0 1 10 =w/w0 o 01 1 10  w/w
-20 90(7@ > -45%
% -90%
2 —1
1+ QCi + 8_2 A |H|dB arg(H)
WB  Wp 0 1 10 w/wy | 01 1 10 L w/wy
40 K2 > -90"{ \
%ag -180°

Tabell D.1: Ratlinjeapproximationer av Bodediagram. Observera att || <
1, annars har andragradspolynomet tva reella rétter och kan faktoriseras

ytterligare.



Bilaga E
Vektoranalys

I denna bilaga sammanfattar vi nagra samband som ofta forekommer vid
analys av filtstorheter. Aven om de matematiska sambanden ofta kan gene-
raliseras till godtyckliga rumsdimensioner, begrénsar vi oss i denna bok till
tre dimensioner, svarande mot det fysiska rummet vi befinner oss i. Vi ger
endast korta beskrivningar av de samband som vi behover, och hanvisar till
andra bocker for en mer heltéckande framstéllning [1,17].

E.1 Algebraiska operationer med vektorer

Manga storheter som vi vill beskriva i fysiken har egenskapen att de bade
har riktning och storlek. Till exempel kan vi studera ett viatskeflode: i varje
punkt i vatskan kan vi definiera en stromningshastighet, som bestar av bade
riktning och storlek (farten, absolutbeloppet av hastigheten). Tyngdkraften
ar ett annat exempel: pa jordens yta pekar den nedat, och har ett visst
belopp (massan ganger tyngdaccelerationen g). Sadana storheter modelleras
med fordel av objekt som kallas for vektorer.

En vektor kan betraktas som en riktad stricka r,, mellan tva punkter a
och b. Dess langd betecknas med |r,| och dess riktning ges av enhetsvektorn
er,, = Tap/|Ta|. Genom att dividera vektorn med dess lingd, har vi anvént
oss av en av de tva grundlaggande algebraiska operationer som kan utforas
pa vektorer: addition mellan tva vektorer samt multiplikation med skalér.
Dessa illustreras i figur E.1.

Forutom att multiplicera en vektor med en skaldr, gar det att multiplicera
tva vektorer med varandra. Detta gar att gora pa tva satt:

Skaldrprodukt betecknas med en punkt och ger ett skalart tal enligt r; -
ro = |r1| |7r2| cos ¢, dir ¢ dr vinkeln mellan vektorerna enligt figur E.2.
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T
b A
Tab
/ krab 2
a 1+ 72
a) )

b

Figur E.1: De tva grundlaggande algebraiska operationerna pa en vektor. I
a) multipliceras vektorn r,, med ett positivt tal £ > 1. Vektorn blir ldngre,
men dess riktning éndras inte. I b) adderas vektorerna r; och rq, vilket sker
genom att lata ro borja dar r; slutar.

ry T1 X Ty
| T2
-
T1 ¥
|ro| cos ¢ ry
a) b)

Figur E.2: De tva sitten att multiplicera vektorer med varandra. I a) de-
monstreras skaldrprodukten, dér langden |rs| cos ¢ tolkas som projektionen
av 7y pa r1. I b) demonstreras vektorprodukten, som ger en ny vektor r; X ro
som ar vinkelrdt mot de bada ursprungliga vektorerna.

Denna vinkel ligger i det plan som spénns upp av de tva vektorerna,
och ligger mellan 0°och 180°.

Vektorprodukt betecknas med ett kryss och ger en ny vektor med langden
|71 X 73| = |ry| 72| sin . Den ar vinkelrdt mot bade 71 och r4 och pekar
sa att trippeln av vektorer (rq, 72,71 X 2) utgor en hogerhandstrippel,
dvs kan spannas upp pa hégra handens tumme, pekfinger och langfinger
(i den ordningen). Detta gor att ordningen mellan vektorerna ar viktig,
och speciellt galler ry X ry = —19 X 7.

Det &r viktigt att skilja pa skaldrprodukten och vektorprodukten: den ena
ger en skaldar och den andra en vektor. Notera att beloppet av skaldrpro-
dukten &ar som storst da vektorerna #r parallella (¢ = 0) och som minst da
vektorerna dr vinkelrdta (¢ = 90°), medan det omvénda forhallandet rader
for vektorprodukten.

Vi kommer mestadels anvinda det kartesiska koordinatsystemet, dér en
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vektor A byggs upp av kartesiska komponenter (A4,, A,, A,) enligt
A=e A, +e A, +eA,

dar enhetsvektorerna e,, e, och e, pekar lings respektive koordinataxlar.
Observera att taltrippeln (A,, A,, A,) inte utgor sjilva vektorn, utan endast
ar en mojlig representation av den. Detta blir tydligare da vi studerar olika
koordinatsystem i avsnitt E.5.

De inbordes skaldrprodukterna for de kartesiska enhetsvektorerna ar e, -
e;=1,e,-e,=1oche, e, =1, alla 6vriga kombinationer ar lika med noll.
De inbordes vektorprodukterna bestdams fran hogerhandsregeln e, x e, = e,
samt foljande permutationsregler:

e Jidmna permutationer andrar inget, dvs e, x e, = e, e, X e, = e, och
e, xe,=e,.

e Udda permutationer andrar tecknet, dvs e, x e, = —e,, e, X e, = —e,
och e, x e, = —e,.

Alla andra inbordes vektorprodukter dr noll, eftersom vektorprodukten av
en vektor med sig sjéalv dr noll, exempelvis e, x e, = 0.

E.2 Derivata

Vi anvénder oss i detta avsnitt av det kartesiska koordinatsystemet (x,y, 2)
for att exemplifiera olika operationer. Se avsnitt E.5 for exempel i andra
koordinatsystem.

Derivata i flera dimensioner hanteras ofta med hjélp av den sa kallade
nabla-operatorn,

V=e 0 +e 0 +e 0
- T ox Yoy “0z
For skaldra falt ¢ (r) = ¢ (x,y, z), som exempelvis elektrisk potential, tempe-
ratur eller hojden 6ver havet, ar det ofta intressant att méta i vilken riktning
1 vaxer snabbast. Detta gors med gradienten
0 0 0
Vi = ex—w + ey—w + ez—w
ox Y
Gradienten dr en vektor, som har bade storlek och riktning. Enhetsvektorn
V1 /|V1| pekar i den riktning som 1) vixer snabbast, och storleken |V)| ar
ett matt pa hur snabbt 1 vixer i denna riktning.
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For ett vektorfalt A = e, A, +e,A,+e. A, kan vi definiera tva sorters de-
rivator, divergens och rotation, som méter olika egenskaper hos vektorfaltet.
Divergensen ar

0A 0A 0A
X A — X Yy z
v ox + oy * 0z

och méater méngden lokalt utflode som vektorfiltet Av har i varje rumspunkt
r, dvs hur mycket faltet divergerar i varje punkt. Divergensen av ett vektor-
falt ar ett skalarfalt.

Rotationen av ett vektorfalt A ar

9, 0 0
A= — — — A A A
V x <€xax+€yay+ezaz)x(em :+ey Ay +eA)

L (PA OAN (04 04\ (04, 04,
-\ oy 0z Y\ 0z ox “\ ox dy

En enkel minnesregel for att berdkna rotationen ar att skriva den pa formen

€ € €,

_ |l 9 9
VXA_ ox oy 0z
A, A, A

och utveckla determinanten efter forsta raden. Rotationen méter hur mycket
ett vektorfilt ser ut att rotera i varje punkt. Riktningen pa rotationen, V x
A/|V x A, ger den axel som rotationen sker kring, medan storleken |V x A|
ar ett matt pa hur snabbt faltet roterar. Det gar inte att ta rotationen av ett
skalart falt. Rotationen av ett vektorfalt ar ett vektorfalt.

I fysiken dyker ofta andra ordningens derivator upp. Tva av dessa &r alltid
noll oavsett vilket falt de verkar pa:

V- (VxA)=0
Vx(Vy)=0

Uttryckt i ord betyder dessa ekvationer att divergensen av en rotation alltid
ar noll, samt att rotationen av en gradient alltid ar noll.
Den i vart fall viktigaste andraderivatan &r divergensen av en gradient,

2 0r
v.(w)—v%—<7+—+—z)w

som kallas for Laplaceoperatorn. I vagutbredningsproblem férekommer ocksa
den dubbla rotationen, V x (V x A), som ocksa kan skrivas V x (V x A) =
V(V - A) - V?A, men den anvinder vi oss inte av i denna bok mer #n pé
sidan 119.
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E.3 Integral

Liksom med derivata finns det ett antal viktiga integraler, som har direkta
fysikaliska tolkningar. Det gar att definiera fler integraler, men det &r inte
alltid som de har en naturlig tolkning.

E.3.1 Kurvintegral

Kurvintegralen av ett vektorfdlt A(r) langs en kurva C' &r

/A

En vanlig tolkning av kurvintegralen &r da vektorfialtet A &r ett kraftfélt:
kurvintegralen svarar da mot det arbete som kraften utévar pa en partikel
som fors langs kurvan C. Da denna kurva &r parametriserad enligt 7 = r(s),
dér r(s) ar en funktion som ger ortsvektorn r som funktion av en parameter
s och s; < s < s9, far vi

/CA<T)-dr:/:A(r(s))-d";lf) ds

Da kurvan C' dr sluten, dvs da kurvan biter sig sjalv i svansen sa att r(s;) =
r(s2), betecknas detta ofta med en liten ring

%CA(T')

Déa integranden &r konstant, A = A, har vi en sérskilt enkel tolkning av
kurvintegralen:

/CAO-dr:AO./Cdr:AO-/:dz—f)ds:Ao-(r(s2)—r(sl))

dér vektorn 7(s2) —r(s1) pekar fran kurvans borjan till dess slut. Om kurvan
ar rak, svarar beloppet av denna vektor, |r(s2) — 7(s1)|, mot kurvans langd.

Ett annat fall &r da vektorfaltet A har konstant projektion langs kurvan,
dvs A-dr = K d¢, dir d¢ = | dr| betecknar langden av ett bagelement lings
kurvan. Vi far da

/A-dr:K/dfzKlé{mgd(C)
C C

dér langd(C) betecknar ldngden av kurvan C'. Observera att kurvan kan vara
hur komplicerad som helst, det viktiga ar att integranden &r konstant enligt
ovan.
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E.3.2 Ytintegral

For att méta flodet av ett vektorfalt genom en yta S kan vi definiera ytinte-

gralen
/ A-e,dS
5

En del forfattare anvinder sig av tva integraltecken for att beteckna ytinte-
gralen, dvs [[, A -dS. Vi anvinder oss i stéllet av konventionen att ha lika
manga integraltecken som differentialer.

Observera att vi maste definiera en normalriktning e, fér ytan. Denna
riktning svarar mot i vilken riktning vi rdknar flédet som positivt. En del
forfattare bakar ihop denna enhetsnormal och ytelementet dS till ett riktat
ytelement, dS = e, dS.

Ytan S kan parametriseras av tva reella parametrar, r = r(s,t), dar
r(s,t) ger ortsvektorn r som en funktion av tva parametrar s; < s < ss och
t <t <io

AedS— [ [ Aws,p)- (2HED TS DN 4oy
faeas=["f (55

Parametriseringen maste viljas sadan att % X % pekar i samma riktning
som enhetsnormalen e,. Da integranden &r konstant, A - e, = K, dvs da
normalkomponenten av vektorfaltet A &r konstant, har vi en sarskilt enkel
tolkning av integralen:

/A-endS:K/dS:Karea(S)
S S

dér area(S) betecknar arean av ytan S. Observera att detta dven géller om
ytan S &r krokt, till exempel en sfarisk yta. Det viktiga dr att integranden
ar konstant.

E.3.3 Volymintegral

Antag att skaldren p(r) betecknar volymtéatheten av en fysikalisk storhet,
till exempel laddning, massa eller energi. For att méata hur mycket av denna
storhet som finns totalt i en volym V', kan vi bilda volymintegralen

/V p(r) dV

Liksom i fallet med ytintegralen, finns det forfattare som vill anvinda tre
integraltecken for att beteckna volymintegralen. Vi vidhaller konventionen
att anvinda lika manga integraltecken som differentialer.
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Volymen V' kan parametriseras av tre reella parametrar » = r(s, ¢, u), dar
r(s,t,u) ger ortsvektorn r som en funktion av tre parametrar s; < s < so,
ty <t <tyochu <u<us

S2 to ug 8($,y,2)
/Vp('r)dV—/s1 /lt1 /u1 p(r(s,t,u))mdsdtdu

dér vi anvéint foljande beteckning for det som brukar kallas Jacobian-determ-
inanten for funktionen (s, ¢, u):

oNz,y,z) |3

(s, t,u) % 8 &
ou Ou Ou

SRISTIE
Q!
I8}

Dé integranden dr konstant, p(r) = po, har vi en sérskilt enkel tolkning av
integralen:

/ pdV = pgvolym(V)

v

dér volym (V') betecknar volymen av kroppen V. Observera att volymen V
kan vara komplicerad, det viktiga ar att integranden ar konstant.

E.4 Integralsatser

Det finns ett antal generaliseringar av analysens huvudsats, dvs att integralen
av en derivata ar funktionen sjalv:

[ r@ae= 1) - sa

Till att borja med har vi generaliseringen av ovanstaende for kurvintegraler
i flera variabler, vilket brukar kallas for gradientsatsen:

lévwm«v=¢wa—wm>

dar kurvan C' har r, som startpunkt och 7, som slutpunkt, se figur E.3. I ord
betyder denna sats att kurvintegralen av gradienten av en skalar funktion ges
av funktionens varde i &ndpunkterna.

Om vi integrerar en rotation 6ver en enkelt sammanhéngande yta S med
ytnormal e,, och randkurva C, far vi

/(VXA)~endS:]{A-dfr
S c
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¢ dr S
Kurvintegral Ytintegral Volymintegral

a

Figur E.3: Geometri for integralsatserna.

Att ytan S &r enkelt sammanhéngande innebér att den inte har nagra hal.
Detta samband kallas for Stokes sats.! I ord betyder den att ytintegralen
av rotationen av ett vektorfalt ges av kurvintegralen av vektorfiltet langs
ytans randkurva. Observera att kurvan C' automatiskt ar sluten om den &r
randkurva till en yta.

Om vi integrerar en divergens éver en volym V begridnsad av en yta S
med ytnormal e, riktad ut fran V', far vi

/V-AdV—fAendS
1% S

Detta samband kallas for Gauss sats.? I ord betyder den att volymintegra-
len av divergensen av ett vektorfilt ges av ytintegralen av vektorfaltet Gver
volymens randyta. Observera att ytan S automatiskt ar sluten om den &r
randyta till en volym.

Med en tillrdckligt abstrakt tolkning av vad som menas med derivata
och integral, kan alla integralsatser ovan visas vara specialfall av vad som
i differentialgeometri kallas for Stokes sats. Denna generalisering gors dock
mycket séllan i tillampningsdmnen.

E.5 Tre grundlaggande koordinatsystem

Ett koordinatsystem &r en parametrisering av det fysiska rummet. Det finns
manga sadana, men tre av dem ar sa vanligt férekommande att vi behand-
lar dem explicit. I avsnitten nedan ges formler for att berdkna vanligt fore-
kommande storheter. Féljande allménna resonemang géller:

!Uppkallad efter George Gabriel Stokes, 1819-1903. Satsen forekommer férst hos Wil-
liam Thomson (senare Lord Kelvin), 1824-1907.

2Uppkallad efter Carl Friedrich Gauss, 1777-1855. Satsen upptiicktes forst av Joseph
Louis Lagrange, men har aterupptéckts av savidl Gauss som George Green och Mikhail
Vasilievich Ostrogradsky. Den dr ocksa kind som divergenssatsen.
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Kartesiska Cylindriska Stariska

Figur E.4: De tre vanligaste koordinatsystemen.

e En punkt i rummet beskrivs av en ortsvektor r som pekar fran origo
till rumspunkten. Denna definieras av tre koordinater.

e Enhetsvektorn for en koordinat, till exempel e, i det sfériska koordinat-
systemet, pekar i den riktning som koordinaten vixer. Detta medfor att
enhetsvektorerna pekar i olika riktningar for olika rumspunkter (utom
for det kartesiska koordinatsystemet).

e Bade ytelementet dS och volymelementet dV' kan byggas upp fran lin-
jeelementet dr, genom att betrakta vilken yta eller volym som sveps
upp av spetsen pa ortsvektorn r nar koordinaterna varierar med infi-
nitesimala storlekar.



278

BILAGA E. VEKTORANALYS

E.5.1 Kartesiska koordinater

De kartesiska koordinaterna ar de enklaste, och karakteriseras av att basvek-
torerna e, e, och e, pekar i samma riktningar i varje rumspunkt.

r=e,r+ ey +ez

V@D:exg—ijteyg—j%—ezg—f
V><A:egc(a 5, 5.
V= G ot

dr =e,dz +e,dy +e,dz

0A, 04, 0A, O0A, 0A, 04,
— +e, —~ ‘e, (Y-
Y ox ox

o)

dydz (normalriktning e,)

dS =< dxdz
dx dy
dV =dxdydz

(normalriktning e,)

(normalriktning e,)

E.5.2 Cylindriska koordinater

Forhallandet mellan de cylindriska och kartesiska koordinaterna och enhets-
vektorerna ar (ortsvektorn i cylindriska koordinater &r r = r.e,. + ze,, se

figur E.4)

T =T COS Y
Y =Tresinp

z2=2z
€, =€, COSp — e,sinp
€y = €, S Y + €,Cos

e, — €,

Te = / 12 + y2
arccos —— y=>0
/x2+y2 -

¥ = z

21 — arccos
/CCQ +y2

y <0

z2=2z
€,, = €,CoSP + e, siny
€, = —€;siny + e, cosy

e, — €,
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Differentialoperatorer i cylindriska koordinater &r

o 1o oy

vy = Cregp. T € ap teg
V.A-— %8(75;1“) +%a§;@ aafiz
reame () e (55
e (proea - )
1 oy a2
V) = T—Cai (TCS—Z> + r_zg_;g (89715

Differentialer i cylindriska koordinater &r

dr = e, dr. +e,r.dp +e.dz

redpdz
dr.dz
redr.de
dV =r.dr.depdz

dsS =

E.5.3 Sfariska koordinater

(normalriktning e, )
(normalriktning e,)

(normalriktning e.)

Forhallandet mellan de sfariska och kartesiska koordinaterna och enhetsvek-
torerna ar (ortsvektorn i sfariska koordinater ar r = re,, se figur E.4)

x = rsinfcos

y =rsinfsing

z=r7rcosf

e, = e,.sinf cosp + ey cos b cos p
— e, sinfsinp

e, = e, sinfsin ¢ + egcosfsiny
+ €, cos

e, =e,cosl —epsinl

r=\/x%+y? + 22

z

f = arccos
Va2 +y? 4+ 22
B arccos \/:E;CTy? y>0
Y= z
21 — arccos y <0

x2+y2
e. =e;sinfcosp
+ e, sinfsiny + e, cos
ey = e, cos b cos ¢ + e, cosbsing
—e,sinf

e, = —€;smy+e,cosp
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Differentialoperatorer i sfariska koordinater ar

oy 10y 1 oy
VY = eTE + 69;% * e%‘SinQ%

i@(rQAr)+ 1 8(sin9A9)+ 1 0A,

A=
v r2  Or rsinf 00 rsinf Jy

1 o . 0Ay 1 1 0A, 0
VxA=e 5 (w 040) = %) +eo, (sme 9y WA@)

1 /9 9A.
e (E(MG) ~ o0 )

10 [ ,00 18 (. 00 1 o
2, _ - 2 277 . _ __
V= ag, (T 87’) T e 00 (Smeae) T i 02

Differentialer i sfariska koordinater ar

dr =e,dr +eyrdf +e,rsinfdy
r?sinfdfdy (normalriktning e,)

dS = <{rsinfdrdy (normalriktning ey)
rdrdd (normalriktning e,)

dV =r?sinfdrdfdy
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reaktiv effekt, 152

realdelskonvention, 145
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reflektionsfaktor, 189



286 SAKREGISTER

relativ permeabilitet, 105 summerande krets, 232
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